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排名存在于人类社会生活的各个角落，也是不同学科领域研究人员籍以解决各类实际问题的一

个重要工具，排名问题从古至今始终都是人类发展历程中一个不可或缺的认知领域。现代人已经习

惯于在虚拟的网络世界徜徉，通过敲击键盘、点击鼠标、分享互动构筑一个崭新的数字时代。当海

量数据将信息贫乏的年代埋葬之时，也淹没了人们惯常的汲取知识的道路，长于信息检索和排名的

搜索引擎已然成为现代人们检索查询信息的一个主要工具。它通过分析网络链接结构、文本语义、

用户交互行为，建立一套成熟的网页排名系统，根据用户ᨀ交的查询词，检索庞大的数据存储系

统，根据相关程度对网页进行排名和展示。民主社会的人们通过投票选举制度评选潜在候选人，排

名系统的公平性决定了民主决策的效力，确保其在维护多数人利益的方向上不偏不倚。社会选择的

标准对于不同国家存在迥然各异的解读，也就造就全球各国存在明显差异性的选举制度。

排名的形式出奇地简单，其表现能力却惊人地丰富多彩，并显性地或隐形地影响人们的决策行

为。比如，世界经济排名靠前的国家，其经济政策的制定就会对世界经济的走向产生直接影响，它

可以部分解释国际投资对其经济政策变化的紧追不舍。科学文献引用量是衡量学术期刊等级、研究

学者学术贡献大小的重要指标，甚至成为个人就业升迁的主要制约。一个稳居体育运动排行榜首的

明星运动员，其商业价值自然可能明显高于排名靠后的其他运动员。高校排名是学生择校时的一个

重要参考指标，也间接地为名校申请的竞争激烈贡献了一部分力量。兹文档辑总各领域（信息检

索、机器学习、社会选择、推荐系统、统计学习、多目标决策等）业界公认的经典排名算法，从数

学和统计的角度解释其内在机理，构建一个跨领域的排名算法系统。
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排名是对象集合组织、排列的方法，反映Ḁ种规则化需求，而规则化需求的抽象化表达就是

排名算法。排名算法思想源于信息检索（Information Retrieval，IR），历经对图书、专利、网页、

图片和音频排名等几个阶段，每个阶段都代表排名算法的一次跨越式发展。

对于一组待排名对象，不同的排名算法所产生的排名结果也不尽相同，影响排名差异性的主要

因素是排名算法背后的规则化需求。如果规则化需求明确，如图书管理员要求对所有图书馆中的图

书按照价格从高到低重新排列，不同排名算法也能产生相对一致的排名结果（价格相同的图书可能

会引发微小差异）；如果规则化需求相对模糊，如网络用户希望搜索引擎能够为其ᨀ供最相关的搜

索结果，由于不同搜索排名算法对需求的解读不尽相同，则可能产生迥然不同的搜索排名结果。明

确的规则化需求不仅限定排名算法排名时所依据的标准（或者特征、因子等），甚至还包含具体的

度量指标，依此作为判断排名精确与否的标准。

在实际应用中，绝大多数的规则化需求相对模糊，对排名算法使用的排名特征和排名精度的度

量指标均无约束，从而诞生了各种类型的排名算法。人们试图从不同角度解读规则化需求的确切含

义，构造各种约束性的度量指标，并以此为基础，深入研究影响排名度量指标的对象特征，设计出

与规则化需求尽量吻合的排名算法及模型。
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第一章 向量空间模型

在信息检索领域，信息检索系统处理的最基本元素是单词（Term）或者中文语境下的词语。

通常，系统在执行信息检索之前，会对每篇文档进行分词、索引等基本的预处理工作。在对文档分

词以后，可以统计出单词在每篇文档出现的频率，含有此单词的文档集合。系统在检索时会根据检

索语句（Query）与信息数据库内文档的匹配程度，搜索出相关文档。最原始的信息检索模型是布

尔模型（Boolean Model），它是一种建立在集合论和布尔代数之上的二元匹配方法。70年代，康

奈尔大学➊ Gerard Salton ➋ 等人[2]ᨀ出一种“词袋”（Bag-of-Words）模型，将文档、检索语句表

示成数值型的特征向量，再运用代数方法度量检索语句与文档的相似程度，依此对关联文档进行排

名。他ᨀ出的方法就是至今仍然应用广泛的向量空间模型（Vector Space Model，VSM）。向量空

间模型对后续信息检索模型的发展有深远的影响，本节我们开始介绍向量空间模型的基本思想和

相关扩展模型。

信息检索是一套复杂的、也是具有层次性的系统。为了方便表示，我们对信息检索系统自顶向

下统一建立一套标记。假设系统信息数据库D含有N篇文档（Document），数据文档记作d，则数

据库可以写作：

D = {d1, d2, . . . , dN}.

对所有文档分词后，我们就可以创建文档与单词之间的量化特征表示。对于任意一个文档d ∈ D，

其数值特征向量可以表示如下：

Vd = (ω1,ω2, . . . ,ωm)T ∈ Rm,

其维数m表示单词词典{t1, t2, . . . , tm}的容量。比如，英文单词越为20万，中文词语量大约在100万，

两个语种对应词典容量分别是20万与100万。每个维度上的特征都含有至少两方面的关系，我们使

用一个抽象的函数刻画它。对于文档特征ωi，它反映文档d与单词ti之间的一维量化关系，用以度

量单词在文档d中的权重。假设我们用函数f表示两者之间的关系，则有

ωi = f(d, ti).

➊ Cornell University, 1865
➋ Gerard Salton教授（1927–1995），现代信息检索奠基人，现代搜索技术之父，向量空间模型发明人，主持建立世界上第一个全自动文

本处理和检索的实验性开源系统SMART，信息检索领域最高奖项索尔顿奖1983年度首届得主，康奈尔大学计算机系创始人。
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具体地，两者之间的联系可以通过各种各样的因素来概括，比如单词ti在文档d中出现的频次，信

息数据库中含有单词ti的文档数目，文档自身所含单词数目，文档d标题出现单词ti的频次等等，无

一而足，函数f充当了文档特征的ᨀ取器。系统检索时，按照处理文档的基本流程对检索语句进行

分词和向量表示，直接操作文档特征向量与检索语句特征向量，度量二者之间的相似程度。由于完

整文档向量的维度远远高于普通检索语句特征向量的维度，在计算时只有部分维度参与。为此，我

们在不产生混淆的情况下，限定词典为检索词集合，ti也称检索词，并将文档特征空间限定于检索

词空间内。

1.1 余弦相似度

向量空间模型对相同特征空间上的文档d、检索语句q向量表示，直接从数学上计算两个向量之

间的相似度。相似性度量有很多种，我们有专门一节介绍常见的相似性度量，比如内积相似度：

s(q, d) = V T
q Vd

或者向量夹角余弦相似度：

s(q, d) = cos⟨Vq, Vd⟩ =
V T
q Vd

∥Vq∥∥Vd∥
.

1.2 TF-IDF赋权法

在信息检索领域，筛选文档特征的角度、量化特征的方法也是区分不同信息检索模型的标志。

布尔模型是一种特殊的二元匹配模型，文档与检索语句的特征值都是0-1形式的数字，刻画的关系

是文档中是否含有对应单词，如果有则特征值等于1，否则等于0。比如，检索词“战争”与“和

平”在一篇文档中均有出现，按照布尔模型两个检索词的权值相等，信息数据库中所有含有“战

争”与“和平”两个词语的文档都是相关文档。如果我们统计两个词在文档中出现的次数，可能会

发现一些文档含有大量的“战争”，ᨀ到“和平”的次数很少，我们基本上可以断定，这篇文档很

可能᧿绘的是战争引发的动荡、暴力和血腥场面。其他一些文档可能ᨀ及“战争”与“和平”的频

率对半，单词“基督”出现的次数更多，则它很可能是一篇反思“战争”呼吁世界“和平”的布道

文章。布尔模型对文档特征的ᨀ取是简化和粗糙的，我们下面介绍一种确定检索词权值的重要方

法：TF-IDF赋权法。

根据TF-IDF赋权法计算的权值称作TF-IDF权值，它主要含两个因子：词频（Term Frequency）

与文档频率（Document Frequency）。对于检索词ti，它在文档d中出现的次数称作词频。检索整

个数据库，所有含检索词ti的文档数目称作文档频率。一般地，一个检索词的词频越高，文档频率

越低，则我们可以明显地将它与其他普通的关键词区分开。如果检索词ti的文档频率大于0，也即

是说含有它的文档至少一篇，最简单的TF-IDF权值可以通过下面公式表示：

ωi = tf(ti, d)× idf(ti, D), idf(ti, D) =
N

df(ti, D)
, (1.1)
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其中，tf(ti, d) 表示检索词ti在文档d中的词频；idf(ti, D)是检索词ti的逆文档频率；df(ti, D)是检索

词ti在检索库D 中的文档频率。如果检索库容量小，可能会出现检索词在所有文档中都没有出现的

局面，此时分母部分的文档频率等于0。为此，我们为逆文档频率添加一个平滑项0 < δ < 1，则有

idf(ti, D) =
N

df(ti, D) + δ
.

如果两个词汇的文档频率相差不大，则其逆文档频率也应当没有太大差距，有人根据检索库的容

量N和文档频率构造下面形式的逆文档频率：

idf(ti, D) = log
N − df(ti, D) + δ

df(ti, D) + δ
,

通常平滑项设置等于0.5。这种表示方式也存在一个明显的缺陷，当检索词ti出现在超过一半的文档

中，则逆文档频率idf(ti, D) < 0，构成对常用词（Common Words）的反向歧视，而其贡献被完全

忽略。我们可以进一步修正它，比如设定逆文档频率的下限，使其不至于低于此下限。

1.3 IDF与信息量

对于任意检索词t，如果从容量为N的文档数据库中随机抽取一个文档，则它包含检索词t的概

率与检索词t的文档频率正相关，即

p(t|d) = df(t,D)

N
,

事件对应的信息量为

I = − log p(t|d) = log
N

df(t,D)
! idf(t,D).

假设检索词t1, t2, . . . , tm相互独立，则从文档数据库中随机抽取一个文档，含有所有检索词的

概率满足概率的乘法率

p(t1, t2, . . . , tm|d) =
∏

i

p(ti|d).

我们可以计算此随机抽取事件的信息量：

I = − log p(t1, t2, . . . , tm|d) =
∑

i

idf(ti, D),

它建立起信息量与IDF之间的联系，并且也可用于直接度量文档和检索语句之间相似度。
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第二章 概率信息检索模型

1976年，英国伦敦大学学院➊ 教授Stephen E. Robertson和剑桥大学➋ 教授Karen Spärck

Jones[3, 4] ➌ 提出概率信息检索模型（Probabilistic Information Retrieval Model），利用事件几率

来评估文档d与检索语句q的相似度：

s(q, d) = log
p(r|q, d)
p(r̄|q, d) = log

p(r|q, d)
1− p(r|q, d) , (2.1)

公式中p(r|q, d)表示文档d与检索语句q相关的概率，而p(r̄|q, d)是文档d与检索语句q不相关的概率，

两者数值相加等于1。如果p(r|q, d) > p(r̄|q, d)，则有s(q, d) > 0；反之，s(q, d) ≤ 0。如果我们关注

于两者是否相关，直接比较两个概率。当p(r|q, d) > p(r̄|q, d)时认定两者相关，否则不相关。

概率检索模型（Probabilistic Retrieval Model）的主要工作是利用各种信息估计文档d与检索

语句q相关的概率p(r|q, d)。通常，为了计算方便，我们会做出一些基本假设，对应不同的基本假

设，形成了三类基本概率模型：二元独立概率模型（独立性假设）、二元一阶相关概率模型和双泊

松分布概率模型。

2.1 概率排序原理

根据概率排序原理（Probability Ranking Principle，PRP），如果检索系统可以对文档按照与

查询相关概率大小顺次排名并返回，那么该检索结果是所有可能结果中效果最佳的一个。

2.2 BM25

1994年，Stephen E. Robertson等人[5]基于独立性假设，在TREC3会议上ᨀ出Okaipi BM25

（Best Match）算法。BM25算法利用词频、文档频率、文档长度等基本特征，建立文档d与检索语

➊ University London College, 1826
➋ University of Cambridge, 1209
➌ Karen Spärck Jones（1935–2007），女计算机科学家，英国剑桥大学教授，英国科学院院士，微软剑桥研究院首任院长Roger

Needham的妻子。从20世纪50年代开始一直从事自然语言处理和信息检索方面的研究，ᨀ出使用IDF度量检索词重要性的概念。1988年

获得信息检索领域最高奖项索尔顿奖（Gerard Salton Award）和国际计算语言学会（ACL）终生成就奖，2007年获得由美国计算机协会

主办的艾伦-纽厄尔奖（Allen Newell Award）和雅典娜演讲人奖（ACM-W Athena Lecturer Award）。
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句q的相似性关系，其数学模型如下：

s(q, d) =
∑

i

(k1 − 1)× tf(ti, d)× idf(ti, D)

tf(ti, d) + k1(1− b+ b× ld/l̄D)
, (2.2)

其中，ld是d的文档长度，可以使用文档所含单词数目表示；l̄D是数据库中所有文档的平均长度：

l̄D =
1

n

∑

i

ldi .

参数1.2 < k1 < 2.0，0.5 < b < 0.8，一般取k1 = 2，b = 0.75。

2.3 BM25F

独立性假设下的BM25模型还包含其他诸多不切实际的基本假设，比如它假定文档是单一结

构，没有差异性的文本数据，从而忽略文档不同检索词的语义关联、同一个检索词在文档中出现

的位置等重要信息。如果我们能够将这些信息合理地融入到原始的BM25模型，必然有助于ᨀ升模

型的检索效果。BM25F算法则从文本的结构性出发扩展BM25评分算法。它将文档划分为多个区域

（Field），对于不同区域赋予不同的区域权值。比如，一个普通的网页可能包含的区域有标题、正

文、网址等，文章标题有时与正文完全不符，我们可以给标题分配权值0.3，给正文的权值为0.6，

其他区域的权值等于0.1。对于同一个检索词，如果它在两篇文档出现相同次数，在一篇文章中主

要出现在正文，在另外一篇文章每个区域都有出现，整体而言我们会认为它在第一篇文档中的权重

要高于在第二篇文档的权值。BM25F基于这种思想，利用加权词频和加权文档长度对BM25进行简

单修正。

假设tf(ti, d, u)是检索词ti出现在文档d中第u 块区域下的次数，ld,u是文档d第u块区域所含单词

数目，pu > 0是系统赋予文档区域u的权值，则我们可以定义加权词频

t̂f(ti, d) =
∑

u

putf(ti, d),

加权文档长度

l̂d =
∑

u

puld,u,

从而会影响到平均文档长度的计算：

l̄D =
1

n

∑

i

l̂di .

由此，我们建立下面形式的BM25F评分模型：

s(q, d) =
∑

i

(k1 − 1)× t̂f(ti, d)× idf(ti, D)

t̂f(ti, d) + k1(1− b+ b× ld/l̄D)
. (2.3)

如果我们对分子分母同时除以因子

B = 1− b+ b× ld/l̄D
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从自由参数b分化出关联区域的参数bu，则增强模型的健壮性。根据这种思想，我们重新定义加权

词频：

t̂f(ti, d) =
∑

u

pu
Bu

tf(ti, d),

其中，

Bu = 1− bu + bu × ld,u/l̄D,

从而可以构造如下形式的BM25F模型：

s(q, d) =
∑

i

(k1 − 1)× t̂f(ti, d)× idf(ti, D)

t̂f(ti, d) + k1
. (2.4)
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第三章 语言模型

语言模型（Language Model，LM）的目标是利用大规模数据集构建一个统计模型，以刻画

给定单词序列在一定语言信号中出现的概率分布。语言模型最初诞生于语音识别和机器翻译领域，

1998年Jay Ponte和Bruce Croft[6]将其引入到信息检索领域，迅速掀起一波利用语言模型解决信息

检索问题的热潮。语言模型从查询模型、文档模型两个角度出发，建立检索语句和文档相关性的评

价模型。

3.1 检索邻近度

如果检索词在文档中的分布很密，而检索词词对在文档中相互又离得很近，我们一般认为文档

是检索语句的相关文档，它与检索语句间的相关度则与检索词的分布、词对距离紧密相联。根据这

种思想，Tao Tao与ChengXiang Zhai[7]构造出五种度量：跨度（Span）– 可覆盖所有检索词（包

括多次出现）的最短文本长度，最短覆盖（MinCover）– 可覆盖每个检索词至少一次的最短文本

长度；平均距离（AveDist）、最短距离（MinDist）和最远距离（MaxDist）分别是所有检索词对

在文内的平均、最短和最远距离，具体数学定义如下：

d̄ =
2

n(n− 1)

∑

ti,tj∈q∩d

d(ti, tj ; d) (3.1)

dmin = min
ti,tj∈q∩d

d(ti, tj ; d) (3.2)

dmax = max
ti,tj∈q∩d

d(ti, tj ; d) (3.3)

其中d(ti, tj ; d)表示检索词对(ti, tj)在文档d内的距离。五种度量指标前两个衡量的是检索词在文档

内的分散程度，后三个衡量的是检索词对在文档内的临近程度➊。

根据假设，在非相关文档集上的距离应当比相关文档集上的距离大。使用TREC五组标准数据

集：文档集、检索词集、检索词对应的相关和非相关文档集，计算检索词在相关文档集和非相关文

档集上的平均距离，从而达到测试五种量化指标的目的。实验结果表明，五种量化指标都能很好地

证实假设，但是跨度与最短覆盖一个标准化的处理。

➊ 检索词对由两个不同的检索词构成，当文档只含一个检索词时，设定平均距离、最短距离和最大距离为文档的长度。
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为了验证量化指标的检索效果，先将距离度量转化为词对间的邻近程度（Approximity），产

生五种对应的近邻度量，然后结合语言模型KL散度和BM25算法，在公开数据集上进行试验检

验。试验结果表明，最短距离表现最佳，三种基于序对距离的度量比跨度表现更突出。此外，组

合KL散度和BM25两种模型比使用单个模型表现更好，组合模型甚至与马尔科夫随机场（Markov

Random Field）模型不相上下。

在确定检索词对的距离后，可通过选择恰当的参数（α, δ），估计检索语句与文档间的邻近程

度：

s(q, d) = log
[
α+ e−δ(q,d)

]
,

我们可以用这个量作为两者相关性的评价标准。

$%"&'#( 34 )!*+",$



第四章 Lucene & Nutch评分

Apache Lucene➊ 是一个开源的全文文本检索库，由Doug Cutting主持开发。它支持增量索

引、用户自定义分词算法、布尔查询和检索排名等功能。Apache Nutch ➋ 是一个完全开源的网

页搜索引擎包，旨在向用户ᨀ供商业搜索一般高效的网络检索服务[8]，由Doug Cutting开发。

Nutch核心模块是Lucene，通过添加网络爬取、网页解析、网络图分析功能和用户搜索界面，从而

构成一个完备的搜索引擎。Nutch项目目标包括：每月抓取上百亿的网页、建立并维护这些网页的

索引数据、每秒钟搜索这些索引上千次、ᨀ供高质量的搜索结果、以最低的成本运营。

Nutch能够为用户ᨀ供高质量的摘要信息，链接分析，链接和文本索引，按照相关性排列的搜

索结果，网页快照，支持集群并发抓取、索引功能。Nutch是一个高度模块化的框架，支持插件

扩展。它最初主要包括四个部分：Searcher（检索器），Indexer（索引器），Database （数据库），

Fetcher（抓取器）[8]。

Nutch发展至今已有十年，已经成为开源社区举足轻重的一个分支。它不仅能依赖Apache

Lucene实现高效的索引和搜索功能，而且已经基于Apache Hadoop项目实现了类似Google的分布

式文件系统，使用MapReduce的思想，极大地简化了许多功能模块的设计。

4.1 Lucene评分模型

Lucene评分系统实现了布尔模型与向量空间模型。它在执行文档检索排名时，首先使用布尔

模型分析检索语句中的布尔表达式，从文档索引库中筛选所有满足布尔表达式的文档，然后应用向

量空间模型或其他用户自定义的排名模型对文档排名。默认地，Lucene评分系统使用如下公式评

价文档d与检索语句q的相似度分值：

s(q, d) =
|q ∩ d|
|q| × cq ×

∑

t∈q∩d

[
ct,d × tf(t, d)× idf(t,D)2 × bt

]
, (4.1)

其中第一项是检索词在文档中出现的比例，第二项cq是检索语句q的标准化因子，不影响排序：

cq =
1√

b2q ×
∑
t∈q

[idf(t,D)× bt]2
,

➊ Apache Lucene: http://lucene.apache.org/
➋ Apache Nutch: http://www.nutch.org/
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加和项中ct,d是单词t和文档d的联合标准化因子：

ct,d = bd × cd,u × bu, (4.2)

式子第二部分cd,u是区域标准化因子cd,u = 1/
√
ld,u可以一定程度上削弱系统对长文档的偏好，词频

和逆文档频率根据如下定义计算：

tf(t, d) =
√
n(t, d), idf(t,D) = 1 + log

N

df(t,D) + 1
,

bt, bu, bd > 0分别对应词项t、文档区域u和文档d的ᨀ升项（Boosting），可人工调整，主观性强。

注解4.1. 由于词项内在包含区域信息，一个词项只可能在一篇文档某一个区域出现。

4.2 Lucene相似度与向量空间模型

实际上，Lucene实现的相似度模型属于向量空间模型的一个变体，我们在本节建立推导两者

之间的关系。Lucene实现的相似度评分模型如下所示：

s(q, d) =
|q ∩ d|
|q| × 1√∑

t∈q
idf(t,D)2

×
∑

t∈q∩d

tf(t, d)× idf(t,D)2√
ld

(4.3)

假设将检索语句q和文档d表示成向量形式，并且各个维度的特征值是TF-IDF权值，则我们可

以计算向量Vq和Vd的夹角余弦值

cos⟨q, d⟩ =
V T
q Vd

∥Vq∥∥Vd∥

由于对同一检索语句q，分母部分||Vq||对不同的文档都相同，我们只要计算

s(q, d) =
V T
q Vd

∥Vd∥
=

∑
i
ωqiωdi

√∑
i
ω2
di

(4.4)

在实际计算中，分子部分的内积实际上只要计算同时在检索语句和文档出现（共现）的词项，

也就是二者的交集部分

V T
q Vd =

∑

i

ωqiωdi =
∑

t∈q∩d

ωq,tωd,t. (4.5)

假设用户ᨀ交的检索语句中每个词项都不重复，即tf(t, q) = 1,则等式(4.4)可以写作：

s(q, d) =

∑
t∈q∩d

tf(t, d)× idf(t,D)2

√∑
t∈d

[
tf(t, d)× idf(t,D)

]2 . (4.6)
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4.3 公理检索函数

2005年，美国伊利诺伊大学香槟分校➊ 的Hui Fang和ChengXiang Zhai ➋ ᨀ出公理化方法[9]并

推演出一系列健壮的公理检索函数（Axiomatic Retrieval Function），包括F2-EXP公理检索函数。

公开数据集WEB、TREC7、TREC8上对比Lucene相似度评分模型和F2-EXP公理检索函数实验

结果[10]，后者表现更佳。Hui Fang和ChengXiang Zhai在Lucene上成功实现F2-EXP公理检索函

数➌：

s(q, d) =
∑

t∈q∩d

[
n(t, q)×

( N

df(t,D)

)k × n(t, d)

n(t, d) + α+ α× ld × l̄−1
D

]
, (4.7)

其中，模型参数k和α通常设为k = 0.35,α = 0.5。

4.4 LinkRank

Nutch实现的链接分析算法是LinkRank，一种类PageRank的算法，通常与WebGraph ➍ 搭配

使用。LinkRank通过下式计算网页分值：

s = (1− α) + α ∗ sI (4.8)

其中，参数α ∈ (0, 1)是衰减因子，默认置为0.85，sI是通过网页的所有入链迭代计算出来的分值，

初始值可以根据网络图上的结点数目统一设置。

在实际计算中，LinkRank可以限制重复链接的有效次数，比如从同一个网站或网页的入链

有10个，可以看做只有一个入链。一般地，LinkRank直接忽略同一网站的交换链接，在具体计算

时可以根据需要通过修改配置文件改变这种行为。

➊ University of Illinois at Urbana–Champaign
➋ ChengXiang Zhai: http://web.engr.illinois.edu/ czhai/
➌ Implementation of Axiomatic Retrieval Functions in Lucene, 2009
➍ WebGraph包含入链（inlinks）、出链（outlinks）和结点（nodes）三张表。
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第五章 基于图的排名模型

5.1 在线页面权重计算模型

PageRank是一种离线的计算模型，每次计算都需要经历一个长时间的迭代过程，并且在计算

过程中无法添加新页面，无法为网络爬虫ᨀ供抓取策略方面的指导。2003年，法国卡尚高等师范

学校➊ 教授Serge Joseph Abiteboul ➋ 等人[11]ᨀ出在线页面权重计算（Online Page Importance

Computation，OPIC）模型，为网络爬虫ᨀ供抓取策略。在抓取程序启动之前，OPIC算法为所有

未访问页面分配等额现金（Cash），并在抓取时将现金一次性平均分配给页面的所有链出页。网络

爬虫根据待抓取页面累积的历史现金收入，确定抓取的优先等级：收入越高越优先抓取。假设Ci

表示网页结点Vi当前现金收入，Hi是Vi累积的历史收入，Oi是结点Vi的出度，N是初始未访问列表

的长度。

Algorithm 1 OPIC Algorithm
Input:

Ci ← 1/N,Hi ← 0, G← 0, i = 1, 2, · · · , N

1: for i = 1, 2, · · · , N do

2: Select node Vi //each node is selected infinitely often

3: Hi ← Hi + Ci //single disk access per page

4: For the outlink Vj of node Vi: Cj ← Cj + Ci/Oi //distribute cash

5: G← G+ Ci, Ci ← 0

6: end for

Output:

网络爬虫（Crawler），也称网络蜘蛛（Spider）是人工编写的计算机程序，根据预先设计的参数和

爬取方式，从互联网上自动下载的网页、图片、音频等各种类型的数据，是搜索引擎的一个重要组

成部分。一般地，网页爬虫首先从给定的一组URL列表开始抓取，下载网页并抽取其中的新链接，

➊ École Normale Supérieure de Cachan, 1892
➋ Serge J. Abiteboul: http://www.abiteboul.com/
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放置到未访问列表中，接着新一轮爬取，直到遍历全部URL列表为止。

Google、AltaVista、Bing、百度等搜索引擎是面向所有用户的搜索服务，称为通用搜索引擎

（General Search Engine）。通用搜索引擎如同一个万花筒，通过释放通用型的爬虫程序，在互联网

上漫游，爬取任何可以下载到的网页内容。通用搜索引擎最大的特点是追求覆盖面，所以就出现了

早期各个顶级搜索引擎相互比拼索引的网页数量。尽管搜索技术从诞生至今已经发生了天翻地覆

的变化，随着社交网络和用户生产的各种私人数据的爆炸式增长，爬取整个互联网并建立索引的追

求逐渐脱离现实。因为，用户的需求已经随着数据量的指数增长发生的巨大的变化，细化分割的市

场逐渐走上历史的舞台，这就是垂直搜索引擎诞生的基础，也是主题爬虫（Focused Crawler）赖

以生存发展的机遇。主题爬虫通过判断访问页面同主题的相关程度有选择的爬取，从而实现以最短

的时间开销抓取到最多高质量的相关网页内容。

5.2 PageRank

1998年，斯坦福大学➊ 两位在读博士Sergey Brin和Larry Pageᨀ出PageRank算法[12]，并联合

创立了鼎鼎有名的Google ➋ 公司。作为Google 搜索引擎排名系统的核心，PageRank算法基于随

机冲浪人（Random Surfer）模型，通过分析由网页和超链接构成的网络图，为每个网页赋予一个

分值，分值越大则说明网页的质量越高，相应地在搜索引擎搜索结果列表中的排名越靠前。

为了研究互联网网页之间的联系，人们将整个互联网抽象为由无数网页结点和超链接构成

的巨型网络图，并使用图论这一新兴的数学工具进行深入分析，奠定了网络链接分析的基础。

在PageRank算法之前，有人ᨀ出使用网页的入度（In-Degree）评价网页的重要性：一个网页的入

链数目越多，则它就越重要。在互联网发展早期，由于网页数量有限，并且网页质量普遍较高，入

链统计是评价网页质量的一种简单有效的方法。随着互联网的发展，网页数量迅速增长，为了方便

人们快速寻找有用的网络信息，现代形式的搜索引擎由此诞生。为了能够在搜索引擎搜索结果中取

得有利排名，就产生了大量的诸如“链接交换农场”之类的欺诈性网页，通过交换链接，人为增加

目标网页的入链数目。此时，搜索引擎的搜索质量逐渐下降。

Brin和Page认为，网页冲浪人浏览网页的行为就是一种随机游走，他/她浏览网页时只有两种

行为，要么沿着当前网页的超链接访问下一个网页，要么随机浏览一个新的网页。根据此假设，他

们ᨀ出了如下形式、可以过滤人为欺诈行为的网页评价模型：

Pi =
1− α
N

+ α
∑

Vj→Vi

Pj

Oj
(5.1)

其中，Pi是网页结点Vi的重要性分值，参数α ∈ [0, 1]称作阻尼系数或阻滞因子（Damping Factor），

N表示网络上的网页总数，Oj为网页结点Vj 的出度（Out-Degree），Vj → Vi 表示网页Vj存在可以

➊ Stanford University, 1891
➋ Google: https://www.google.com/
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直接访问Vi的超链接，反映Vj对Vi的评价与认可。

根据PageRank算法，给定网页Vi，其重要性分值Pi的评估主要依据两个因素：网页Vi的入度

及其入链网页的质量。如果将每个网页的重要性分值看作是随机冲浪人访问此网页的概率，那

么我们可以使用随机游走（也称马尔科夫随机过程）予以阐述。假设冲浪人在t + 1时刻访问网

页Vi，其概率为P (Xt+1 = Vi)；如果冲浪人t 时刻访问网页Vj，那么他/她下一时刻访问Vi的概率

为P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)。既然冲浪人每次访问新网页时只有两种抉择：以概率α沿着超链接继续

访问，或者以概率1− α随机跳转，根据全概率公式有等式

P (Xt+1 = Vi) =
∑

Vj

P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)P (Xt = Vj). (5.2)

我们可以根据冲浪人选择访问新网页的两种选择行为将等式右端分成两部分：

∑

Vj

P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)P (Xt = Vj) = A+B, (5.3)

A =
∑

Vj→Vi

P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)P (Xt = Vj), (5.4)

B =
∑

Vj!Vi

P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)P (Xt = Vj). (5.5)

具体展开可得：

A =
∑

Vj

1− α
N

P (Xt = Vj), (5.6)

B =
∑

Vj→Vi

P (Xt+1 = Vi|Xt = Vj)P (Xt = Vj), (5.7)

A+B =
1− α
N

+ α
∑

Vj→Vi

P (Xt = Vj)

Oj
= P (Xt+1 = Vi). (5.8)

状态概率P (Xt+1 = Vi)反映了网页Vi的重要程度。

通常，人们使用经典的幂法迭代计算网页的PageRank分值。由于网络结构的复杂性，幂法迭

代的性能有所受限。为了ᨀ高计算效率，人们开始研究快速计算PageRank的方法。

PageRank是一种与查询无关的静态网页排名算法，虽然通过离线方式计算所有的网页分值有

利于减少检索响应的时间，但同时忽视了用户查询的主题性。根据原始的PageRank算法，对于所

有检索用户，只要ᨀ交的检索词相同，则搜索引擎返回的搜索结果与网页排名就完全一致。实际

上，同一个检索词对于不同用户的内在含义是有所区别的，返回的搜索结果完全忽视检索用户的个

性化偏好。此外，PageRank算法没有充分评估时间因素对网页排名的影响，导致它更偏好于旧网

页，检索结果的时新性难以保证。

5.2.1. Panda, Caffeine and Hilltop
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5.2.2. 个性化PageRank

Bahmani等人[13] 给出一种增量式PageRank（应用到网页爬取决策）和个性化PageRank快速

计算的方法。

5.2.3. Leontief & PageRank

诺贝尔经济学家Leontief早在1941年就ᨀ出过对一个国家各个生产部门进行排名，采用的计算

方式与PageRank的迭代方式类似 [14]。

5.2.4. Baidu Link Rank

5.3 主题敏感的PageRank

PageRank算法对查询主题性的忽视不可避免地降低了搜索结果同查询主题之间的相关

程度，斯坦福大学的Haveliwala[15]对PageRank做出改进，考虑查询的主题性，ᨀ出主题敏感

的PageRank算法（Topic-Sensitive PageRank），简称“TSPR算法”。

TSPR算法对每个网页计算多个主题➊ 相关的PageRank分值，同时使用检索词的主题概率

与主题相关的PageRank分值计算网页同检索词的相关性时。根据TSPR算法，网页的主题相关

的PageRank分值可以利用下面的模型计算：

P (t, Vi) = (1− d)
S(t)

∥S(t)∥1
+ d

∑

Vj→Vi

P (t, Vj)

Oj
(5.9)

其中，t表示类别，比如Health；S表示网页的类别向量，网页的类别如果是t，则类别向量的相应

位置记为1，否则为0。S(t)/∥S(t)∥1反映了用户在跳转时偏好于选择类别相似的网页。利用TSPR模

型我们可以计算出每个网页在所有已知类别下的PageRank分值。

PageRank算法遵循随机游走模型，用户浏览网页时执行跳转是完全随机的，所有的网页都可

能是其跳转的下一个页面，并未鲜明的偏好特征。TSPR算法则更符合现实，它认为用户在执行跳

转时是有偏好地选择，偏好于同当前页面相似主题的网页。TSPR算法综合考虑用户偏好、网页链

接、网页主题及网页间主题相似性，更为真实地刻画用户浏览网页的行为，因此更适合作为个性化

搜索的技术方案。

PageRank从整个网络出发，根据链接情况给每个网页赋予唯一的PageRank分值。与之不同的

是，TSPR算法引入多种主题类型，每个网页都对应多个PageRank分值，每个分值对应一种主题类

型。在用户ᨀ交查询后，两者处理的方式上也有较大差别。TSPR需要借助分类器，确定查询词隶

属于多个主题的隶属度，并在后续的相关性计算时使用它作为加权的权值。

➊ TSPR算法使用了最大的互联网人工目录Open Directory Project，包含16个一级主题：Arts, Business, Computers, Games, Health,

Home, Kids and Teens, News, Recreation, Reference, Regional, Science, Shopping, Society, Sports, World。
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5.4 SimRank

SimRank is a general similarity measure proposed by Glen Jeh and Jennifer Widom [16] in

the eighth ACM SIGKDD conference. The measure is built upon a simple and intuitive graph-

theoretic model, and applied to any domain with object-to-object relationships. The purpose

of SimRank is to measure similarity between objects on the structural context. The intuition

behind SimRank is that two objects are similar if they are related to similar objects and objects are

similar to themselves. Many applications require a measure of similarity between objects, e.g. the

find-similar-document query in search engine, collaborative filtering in a recommender system, in

which similar users and items are grouped based on the users’ preferences.

Let us model objects and relationships as a directed graph G = (V,E), where nodes in V

represent objects in the domain and edges in E represent relationships between objects. In Web

pages or scientific papers, which are homogeneous domains, nodes represent documents, and a

directed edge from p to q corresponds to a reference (hyperlink or citation) from document p to

document q. In a user-item bipartite domain, both users and items are represented with nodes in

V. A directed edge from p to q corresponds to a purchase (or other expression of preference) of

item q by user p. The result in this case leads to a bipartite graph, with users and items on either

side. Given a node v in the directed graph, I(v) and O(v) denote the set of in-neighbors and

out-neighbors of v, respectively. Individual in-neighbors are denoted as Ii(v), for 1 ≤ i ≤ |I(v)|,

and individual out-neighbors are denoted as Oi(v), for 1 ≤ i ≤ |O(v)|.

Let s(a, b) ∈ [0, 1] be the similarity between objects a and b, SimRank defines the measure

as the average similarity between in-neighbors of a and in-neighbors of b. It can be written in a

recursive equation as follows

s(a, b) =
C

|I(a)||I(b)|

|I(a)|∑

i=1

|I(b)|∑

j=1

s(Ii(a), Ij(b)) (5.10)

where C is a decay factor between 0 and 1, and gives the rate of decay as similarity flows across

edges. We realize that either a or b may not have any in-neighbors. In this case, the similarity

is set to zero, i.e. s(a, b) = 0. Therefore, the summation part is defined to be 0 when I(a) = ∅

or I(b) = ∅. The recursive nature of SimRank resembles that of PageRank [12] to compute

importance scores for web pages.

In the bipartite domain of recommendation system, SimRank says people are similar if they

purchase similar items, and items are similar if they are purchased by similar people. Therefore, we can

measure the similarity between users and items. Let A and B be two users, their similarity can
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is defined as follows

s(A,B) =
C1

|O(A)||O(B)|

|O(A)|∑

i=1

|O(B)|∑

j=1

s(Oi(A), Oj(B)). (5.11)

Given two items c and d, SimRank measures their similarity as

s(c, d) =
C2

|I(c)||I(d)|

|I(c)|∑

i=1

|I(d)|∑

j=1

s(Ii(c), Ij(d)) (5.12)

Various updated versions of SimRank have been developed, e.g., [17] suggested speeding

up the computation through probabilistic computation with monte carlo method; on the other

side, [18] proposed several optimization techniques for speeding up the iterative computation;

[19] extended to SimRank++ with evidence factor for incident nodes and link weights taken into

consideration.

5.5 CheiRank

5.6 HITS

1997年，康奈尔大学Jon Kleinberg博士[20]ᨀ出了HITS（Hyperlink Induced Topic Search）

算法，是IBM Almaden研究中心➊ ➋ “CLEVER”项目的一部分。HITS算法是链接分析中一个经

典的算法，构成Teoma ➌ 搜索排名系统的基础。Kleinberg认为网页自身的质量越高，则它越重要，

另一方面，包含优质资源链接的网页，如Yahoo! ➍ 对网页用户也是重要的。在链接分析的基础

上，Kleinberg引入了权威度（Authority Score）和中心度（Hub Score），共同衡量网页的重要性。

HITS算法的目的是通过一定的技术手段，在海量的网页中搜索与用户查询主题相关的高质量的权

威页面（Authority）和中心页面（Hub），尤其是权威页面。

HITS算法首先根据用户ᨀ交的检索词，根据传统的文本检索模型，从互联网上抽取与检索词

相关性最大的一组网页构成根集，对于根集内的每个网页，通过引入该网页所指页面以及指向该页

面的全部网页，扩展为基本集。基本集包含了与检索词主题相关而且威信度较高的多数网页，因此

又被称作主题型子图。直观地看，在子图上，权威网页应该有很多中心网页引用它，而中心网页则

通常会引用许多权威网页，这种相互增强的关系可以由以下两式来表示：

A(U) =
∑

V→U
V ∈Bq

H(V ), H(U) =
∑

U→V
V ∈Bq

A(V ) (5.13)

其中，A(U)、H(U)分别表示网页U的权威度和中心度；Bq表示根据查询词q扩展得到的基本集。

➊ IBM: http://www.ibm.com/
➋ IBM Almaden Research Center
➌ Teoma是盖尔语“专家”的意思。2001年9月，Teoma被Ask Jeeves收购，后者最大的特色是自然语言检索技术，现在使用Teomaᨀ供

的搜索源和部分排名技术。

➍ Yahoo!: http://www.yahoo.com/
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HITS算法整体而言是个效果很好的算法，目前不仅应用在搜索引擎领域，而且被“自然语言

处理”以及“社交分析”等很多其它计算机领域借鉴使用，并取得了很好的应用效果。尽管如此，

最初版本的HITS算法仍然存在一些问题，而后续很多基于HITS算法的链接分析方法，也是立足于

改进HITS算法存在的这些问题而ᨀ出的。

归纳起来，HITS算法主要在以下几个方面存在不足：

1. 计算效率较低：因为HITS算法是与查询相关的算法，所以必须在接收到用户查询后实时进行

计算，而HITS算法本身需要进行很多轮迭代计算才能获得最终结果，这导致其计算效率较

低，这是实际应用时必须慎重考虑的问题。

2. 主题漂移问题：如果在扩展网页集合里包含部分与查询主题无关的页面，而且这些页面之间

有较多的相互链接指向，那么使用HITS算法很可能会给予这些无关网页很高的排名，导致

搜索结果发生主题漂移，这种现象被称为“紧密链接社区现象”（Tightly-Knit Community

Effect）。

3. 易被作弊者操纵结果：HITS从机制上很容易被作弊者操纵，比如作弊者可以建立一个网页，

页面内容增加很多指向高质量网页或者著名网站的网址，这就是一个很好的Hub页面，之后

作弊者再将这个网页链接指向作弊网页，于是可以ᨀ升作弊网页的Authority得分。

4. 结构不稳定：所谓结构不稳定，就是说在原有的“扩充网页集合”内，如果添加删除个别网

页或者改变少数链接关系，则HITS算法的排名结果就会有非常大的改变。

5.6.1. HITS v.s. PageRank

HITS算法和PageRank算法可以说是搜索引擎链接分析的两个最基础且最重要的算法。从以上

对两个算法的介绍可以看出，两者无论是在基本概念模型还是计算思路以及技术实现细节都有很

大的不同，下面对两者之间的差异进行逐一说明。

1. HITS算法是与用户输入的查询请求密切相关的，而PageRank与查询请求无关。所以，

HITS算法可以单独作为相似性计算评价标准，而PageRank必须结合内容相似性计算才可以

用来对网页相关性进行评价；

2. HITS算法因为与用户查询密切相关，所以必须在接收到用户查询后实时进行计算，计算效率

较低；而PageRank则可以在爬虫抓取完成后离线计算，在线直接使用计算结果，计算效率较

高；

3. HITS算法的计算对象数量较少，只需计算扩展集合内网页之间的链接关系；而PageRank是

全局性算法，对所有互联网页面节点进行处理；

4. 从两者的计算效率和处理对象集合大小来比较，PageRank 更适合部署在服务器端，

而HITS算法更适合部署在客户端；
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5. HITS算法存在主题泛化问题，所以更适合处理具体化的用户查询；而PageRank在处理宽泛

的用户查询时更有优势；

6. HITS算法在计算时，对于每个页面需要计算两个分值，而PageRank只需计算一个分值即可；

在搜索引擎领域，更重视HITS算法计算出的Authority权值，但是在很多应用HITS算法的其

它领域，Hub分值也有很重要的作用；

7. 从链接反作弊的角度来说，PageRank从机制上优于HITS算法，而HITS算法更易遭受链接作

弊的影响。

8. HITS算法结构不稳定，当对“扩充网页集合”内链接关系作出很小改变，则对最终排名有很

大影响；而PageRank相对HITS而言表现稳定，其根本原因在于PageRank计算时的“远程跳

转”（Teleport）。

5.7 SALSA

2001年，R. Lempel和S. Moran[21]ᨀ出一种基于链接分析的网页排名算法SALSA（Stochastic

Approach for Link-Structure Analysis）。它既有HITS算法查询相关的特点，还吸纳了PageRank算

法随机游走的思想，计算网络图上页面的权威度和中心度分值。从实际应用来看，SALSA算法的

搜索效果也优于HITS和PageRank两种算法，它是目前效果最好的链接分析算法之一➊。

在计算流程上，SALSA算法大致分两个阶段进行：第一个阶段与HITS算法基本相同，确定基

本网页集合；第二个阶段根据PageRank算法的随机游走模型沿循超链进行分值传播。

5.8 TrustRank

链接分析是一种有效的网页排名方法，然而由于利用链接交换ᨀ升网站排名的欺骗行为日

益盛行，严重影响搜索引擎的检索质量，从而损害了用户对搜索结果的满意程度。为了对抗垃

圾站点和作弊网站对搜索结果的侵蚀，研究人员ᨀ出一系列改进的搜索排名算法。2004年，任

职于斯坦福大学的Zoltan Gyongyi、Hector Garcia-Molina和任职Yahoo!的Jan Pedersen联合ᨀ出

的TrustRank[22]堪称经典。本节介绍TrustRank的主要思想，并与其他类型的链接分析算法进行对

比。

TrustRank算法比原始PageRank多了一道筛选优质种子结点的工序，根据网页之间的“距离”

赋予不同的可信度。如果待评分的目标网站“距离”优质种子结点越远，则其可信程度随之降低。

原始PageRank算法建立在公平原则之上，对所有网页没有先验性的评价，根据纯粹的网络链接数

目评价网页的质量。

➊ 链接分析算法之：SALSA算法
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5.9 DistanceRank

5.10 Yandex MatrixNet

5.11 Facebook EdgeRank

5.12 Quora PeopleRank
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第六章 图像搜索与排名算法

6.1 感知哈希算法

目前，许多通用搜索引擎都ᨀ供了一种“以图搜图”的图片搜索功能，实现图片搜索的关

键技术是“感知哈希算法”（Perceptual Hash Algorithm，PHA），对每张图片生成一个“指纹

（Fingerprint）”字符串，利用指纹信息，就可以实现图片相似程度的比较，进而对图片做相似、相

关程度的排名。

PHA是一组可以比较的哈希函数，抽取多媒体文件的特征生成哈希值，即便在图片放

缩、颜色发生微小改变以后，仍然能够通过相似性比较将其识别出来，对于加密哈希函数

（如MD5和SHA1），则可能会产生截然不同的哈希值，无从比较。

利用PHA生成哈希值只需要五个简单步骤：

（1） 缩小尺寸：在图片表示中，使用低频段表示图片的结构，而高频段则用以渲染细节。在图片

搜索中，图片的细节部分通常无关紧要，若要将其剔除，最简单快捷的方式是缩小图片的尺

寸，比如将图片缩小到8× 8的尺寸，总共64个像素（Pixel，1个像素对应一组三基色RGB），

只保留结构、明暗等基本信息，摒弃不同尺寸、比例带来的图片差异。

（2） 简化色彩：将缩小后的图片，转为一个64级灰度（Grayscale）。也就是说，所有像素点总共

只有64种颜色。

（3） 计算平均值：计算所有64个像素的灰度平均值。

（4） 比较像素的灰度：将每个像素的灰度，与平均值进行比较。大于或等于平均值，记为1；小

于平均值，记为0。

（5） 计算哈希值：将上一步的比较结果组合构成一个64位整数，这就是这张图片的指纹。

在图片生成指纹信息后，可以统计指纹信息中不同位的个数（Hamming距离），比较图片的相

似程度，比如不同位的个数小于5就说明两者是相似的。

PHA的优点是简单快速，不受图片大小缩放的影响，缺点是图片的内容不能变更，因为即便

是在图片上加几个文字，就无法识别了。所以，它的最佳用途是根据缩略图，找出原图。
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实际应用中，往往采用更强大的pHash算法和SIFT算法，它们能够识别图片的变形，只要变形

程度不超过25%，就能匹配原图。这些算法虽然更复杂，但是基本原理相同：先将图片转化成哈希

字符串，然后再进行比较。

6.2 颜色分布法

颜色分布法（Color Histogram）抽取图片中的主要颜色，并产生颜色直方图。每个像素都

是由三基色（RGB）构成，每个基色可以取256个值，那么整个颜色空间共有1600万（2563）个颜

色。为了降低计算量，将0～255分成四个区：0～63为第0区，64～127为第1区，128～191为第2区，

192～255为第3区，则每种基色只需要4个数字（0～3）即可表示，则整个颜色空间仅仅需要64

（43）个组合就可以完全表示（如图6.1），只要取出每个组合的像素统计量就可以生成图片的指纹

特征。

图 6.1: 颜色分布图
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6.3 大津阈值法

图片处理中最常用的方法是将图片转换成较小的灰度图片，比如50 × 50，然后，再将灰度图

片转成黑白图片（0-黑色，1-白色）。最终，使用0-1矩阵做相似性判断。在图片由灰度图片转换到

黑白图片时，阈值选择是一个重要的步骤。

一般地，如果两张图片相似，那么它们的黑白轮廓自然也相近，一个合理的阈值应该能够

正确呈现出图片的黑白轮廓，而反映轮廓清晰程度的重要因素是前景色与背景色的反差，反差

越大则轮廓越明显。这就意味着，通过最小化前景色和背景色各自的类内差异（Minimizing the

Intra-class Variance），或者最大化类间差异（Maximizing the Inter-class Variance）就可以找到理

想的阈值θ。

1979年，日本学者大津展之证明“类内差异最小”与“类间差异最大”是等价的，对应相同

的阈值，这种通过最优化类内或类间差异，确定最佳阈值的简单方法就是大津阈值法（Otsu’s

Thresholding Method）。

假定一张图片共有n个像素，其中灰度值小于θ的像素有n1个，大于等于θ的像素有n2个，那么

由此可以计算两种像素的权值ω1 = n1/n和ω2 = n2/n。

再假定所有灰度值小于θ的像素的平均值和方差分别为µ1和σ1，所有灰度值大于等于阈值的像

素的平均值和方差分别为µ2和σ2，那么，可以计算类内差异和类间差异：

Vr = ω1σ
2
1 + ω2σ

2
2 (6.1)

Ve = ω1ω2(σ1 − σ2)2 (6.2)

可以证明，两个等式是等价的，不过，从计算难度看，后者的计算要容易一些。

有了50× 50像素的黑白缩略图，就等于有了一个50× 50的0-1矩阵。矩阵的每个值对应原图的

一个像素，0表示黑色，1表示白色。两个特征矩阵的不同之处越少，说明两张图片越相似。

6.4 VisualRank

在2008年北京国际万维网会议上，Google的两名科学家Yushi Jing和Shumeet Baluja介绍了一

种图片搜索新型算法VisualRank，它通过直接分析图片内容，并充分利用图片名称、网络链接地

址或者其他文本内容，寻找和排列图片。综合了图像识别、相似图像排序技术，应用到大规模图像

搜索[23]。
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第七章 基于评分的排名模型

7.1 牛顿冷却定律

根据牛顿冷却定律（Newton’s Law of Cooling）➊，“物体温度的变化速率正比例于物体同周

围环境的温差”。假设在时刻t，物体温度是Tt，周围环境的温度不变，记为常量Tenv，则冷却定律

可以表示为微分形式

T ′
t = −α(Tt − Tenv) (7.1)

其中，α > 0表示物体冷却系数。若以Ḁ个时点，如t0为起始时刻，物体的初始温度为T0，解微分

方程可以得到物体温度随时间变化的规律

Tt = Tenv + (T0 − Tenv)e
−α(t−t0) (7.2)

假设所有物体最终都会“冷寂”，环境温度等于0，就有

Tt = T0e
−α(t−t0) (7.3)

对于新闻或博客，用户的点击、文章质量、文章发布距离现在的时间间隔（简称“年龄”）等

属性是影响文章排名的重要因素。牛顿冷却定律（又称指数衰减规律）可以很好地体现时间对文章

排名的影响：时间会降低文章的权重。系统首先为每篇文章赋予一个初始“温度”，随着文章年龄

的增长，指数形式地降低文章的热度，其中冷却系数反映了物体温度变化的剧烈程度，如果希望文

章热度变化缓慢，则可以选择比较小的α，否则增大α。

7.2 HNRating

2007年，创业孵化器Y Combinator的创始人Paul Graham ➋ 创建Hacker News ➌，主要发布

创业公司和骇客题材的社会化新闻。每条新闻（帖子）前都有一个上三角图形，如果用户觉得内容

➊ 阮一峰：算法与数学

➋ Paul Graham，1964年生于英国，康奈尔大学本科、哈佛大学计算机科学博士，全球知名的程序员，风险投资专家，享有硅谷创

业教父之美誉。1995年，他与麻省理工学院计算机教授Robert Morris 共同开发出世界上第一个互联网应用程序Viaweb，帮助个人

用户在网上开店。1998年，Yahoo!公司以5000万美元的价格收购Viaweb。2005年他和Jessica Livingston（2008年两人结婚）联合创立Y

Combinator孵化器。如今，YC 孵化器已经成为全球最出名的技术创业孵化器，已经成功孵化841家创业公司，包括Dropbox、Heroku、

Airbnb、Bump、Justin.tv、Reddit、Disqus、Posterous等明星公司，这些创业公司总计获得72亿美元的融资。
➌ Hacker News: http://thehackernews.com/
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很好，可以点击一下，投上一票。系统根据得票数，会自动统计出热门新闻排行榜。但是，得票并

非决定新闻排名的唯一因素，另外一个重要因素是时间，从而新闻要比旧闻获得更高的排名。系统

新闻排序模型可以归结为用户投票与新闻年龄的函数，新闻的排名分值S可以表示为

S =
P − 1

(T + 2)G
(7.4)

其中，P是新闻的得票数目，减去1则忽略作者的投票。T是新闻发布距离现在的时间（以小时计）。

G是重力因子（Gravity），默认设置为1.8。重力因子越大，则旧帖子下沉的速度越快。

7.3 Reddit热度评分

2005年6月，在接受Y Combinator 的种子资金后，Alexis Ohanian 和Steve Huffman 共同创

立了Reddit ➊。Reddit现已发展成为美国最火的社交新闻网站。2005年12月8日开始，Reddit社区

用户可以评论帖子并投票：好评或差评，系统会根据得票数，更新“热贴排行榜”。

给定贴在发布时间A，可以计算距离Reddit评论功能开放时间点“B = 2005年12月8日7:46:43”

的间隔（以秒计）ts = A − B，统计用户的投票结果，可以计算帖子好评数U与差评数D的差

值x = U −D。Reddit根据帖子票差和年龄给帖子评分

S = log y +
zts

45000
(7.5)

其中，y = max{|x|, 1}, z = sgnx，对数函数取10为底。

分析评分公式的第一部分可以发现，帖子的得票票差越大（大多数用户观点一致），则帖

子的得分越高，它不考虑投票的先后顺序影响。如果帖子富有争议，导致票差微小，则得分小

于观点一致的帖子。假设两个同时发布的帖子，一个得分U1 = 10000, D1 = 10001，另一个得

分U2 = 10, D2 = 0，前者得分为0，后者得分是1，整体来看，Reddit 推崇和谐社区建设，观点激

进或少数派的帖子不太可能“榜上有名”。对于评分公式的第二部分，好评数大于差评数时，则新

颖性会给帖子加分，反之，如果差评数高于好评数，那么新颖性会给帖子减分。目前，Reddit已经

启用新的评论排名算法➋。

7.4 Reddit最佳评分

基于用户投票进行排名的系统通常会犯两种类型的错误，使用“好评与差评的差值”或“好评

率”对物品排名。第二种错误不是那么明显，假设用户对两个帖子的评价一个是U1 = 1, D1 = 0，

一个帖子的评价是U2 = 95, D1 = 5，显然第一个帖子的好评率（100%）大于第二个贴子（95%）。

从直观来看，根据好评率进行排序不合理。

➊ Reddit: https://www.reddit.com/
➋ Reddit的评论排序新算法
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假设每个用户的评价（好评或差评）都是一个独立随机事件，服从参数为p̂的二项分布，好评

率p是参数p̂的一种估计。在统计学中，人们常使用置信区间估计真实参数的取值范围。使用相同的

置信度1− α，置信区间的宽度越小则表明参数估计越可信。比如，一个帖子有8个好评，2个差评，

另一个帖子有80 个好评，20 个差评。两个帖子的好评率都是80%，但是前者的置信区间是[70%,

90%]，后者是[75%, 85%]。第二个置信区间比第一个置信区间窄，其置信区间的下限值更大，那么

它的排名应该靠前。

对于大样本数据（np > 5, n(1 − p) > 5），根据中心极限定理，二项分布的置信区间可

以利用正态近似区间计算p̂ ± z
√
p̂(1− p̂)/n，在小样本数据上，其准确性较差。1927年，Edwin

Wilson[24]修正正态近似区间，ᨀ出Wilson区间公式

1

1 + z2/n

[
p̂+ z2/(2n)± z

√
p̂(1− p̂)/n+ z2/(4n2)

]
(7.6)

用于处理小样本数据样本上的参数估计问题。 z表示标准正态分布的1 − 1
2α分位数，对于

置信度1 − α = 0.95，错误率为α = 0.05，则标准正态分布的0.975分位数等于1.96。Reddit使

用Wilson区间下界给社区中的评论打分，下界越大评分越高

S =
1

1 + z2/n

[
p̂+ z2/(2n)− z

√
p̂(1− p̂)/n+ z2/(4n2)

]
(7.7)

如果选择分位数1− 1
2α = 0.975，则有

S =
1

1 + 3.8416/n

[
p̂+ 1.9208/n− 1.96

√
p̂(1− p̂)/n+ 0.9604/n2

]
(7.8)

7.5 Stack Overflow评分

2008年，Jeff Atwood与Joel Spolsky创建了Stack Overflow ➊，目前是世界上最受欢迎的程序

员问答社区。Stack Overflow 根据浏览量nv，回答人数m，回答的质量评分si, i = 1, . . . ,m，其他

用户对问题好评与差评差值e，问题发布年龄ta = t− t0，最后一次更新时间tu = t− tm，对用户ᨀ

交的问题评分：

S =

4 log nv +me/5 +
∑
i
si

[
0.5(ta + tu + 2)

]1.5 (7.9)

7.6 IDMb榜首250评分系统

IMDb（Internet Movie Database）➋ 是全球最大的一个电影资料库，包括几乎所有的电影

及1982年以后的电视剧作。IMDb资料库包含影视作品、演员、电游资料及分级、评论数据，评分

采用10分制，其使用的评分体系是目前最流行的电影评分系统。

➊ Stack Overflow: http://stackoverflow.com/
➋ IMDb: http://www.imdb.com.cn/
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IMDb根据真实贝叶斯估（True Bayesian Estimate）计算电影评分

S =
v

v +m
S̄ +

m

v +m
C (7.10)

将排名前250的电影放到首页。电影的评分S是其基于当前数据库中所有电影的平均得分S̄与平滑常

量C（当前7.0）的加权平均，v表示电影当前的投票总数，m表示电影有资格进入前250榜单的最低

得票数（当前25000）。

$%"&'#( 56 )!*+",$



第八章 搜索引擎

现代搜索引擎（Search Engine）是一种检索互联网信息的应用程序，主要包括三个模块：采

集信息、建立索引、检索信息。搜索引擎是传统信息检索的一个重要应用，它使用计算机程序（网

络爬虫或蜘蛛）自动采集互联网数据，然后对采集到的信息进行合理组织与处理（去重、索引等），

根据前台搜索界面接收到的用户检索需求，即时迅速地从采集数据中检索到相关文档，并按照相关

程度由高到低以列表的形式反馈给用户。搜索引擎肇始于20世纪末的加拿大，经过20多年的迅猛发

展，已经成为人们获取信息的一个重要手段。

1990年，加拿大McGill大学的Alan Emtage、Peter Deutsch与Bill Wheelan联合开发出的一种

在线FTP文件索引工具Archine，堪称世界首个搜索引擎。它汇集上百个计算机系统的FTP文件

资源生成一个文件目录，用户可以使用Unix grep命令查询文件名，从而确定存储目标文件的

计算机系统。1992年，Nevada大学的Steven Foster与Fred Barrie出于相同目的开发出Veronica，

用于搜索普通文本文件。1993年，Utah大学的Rhett Jones与Veronica目标同又开发出Jughead。

Veronica与Jughead均受到Archine的影响，分别通过Archine Comic的两个经典漫画人物Veronica

Lodge与Jughead Jones向Archine致敬，并且二者发送文件均是基于Gopher系统。

1993年6月，MIT大学的Matthew Gray期望能够追踪互联网发展速度，于是就创造出了世

界上第一个网络爬虫程序万维网Wanderer，更新以后爬虫程序能够获取真实的网址。爬虫程

序每天访问同一个网页上百次，严重影响互联网的速度，人们开始质疑其用处。1993年10月，

Martijn Koster开发出ALIWEB（Archie-Like Indexing of the Web）。ALIWEB只抓取少量网页

元信息的，允许用户自己ᨀ交期望能被索引到的网页数据，如此可以节省大量的带宽资源。

对于Wanderer，ALIWEB代表一种强有力的回应，遗憾的是许多人不知如何ᨀ交自己的网

站。截至1993年12月，陆续又涌现出三个基于网络爬虫的搜索引擎：Scotland的JumpStation、

Colorado大学Oliver McBryan的万维网蠕虫、NASA的RBSE（Repository-Based Software Engi-

neering）爬虫。JumpStation采集网页的标题与头部信息，并使用简单的线性搜索执行检索。互联

网数目的不断增长最终将JumpStation淘汰出局。万维网蠕虫对网页标题信息及URL建立索引，但

是它与JumpStation一样，对检索到的网页一视同仁按照顺序进行排列。RSBE爬虫则实现了一个排

序系统，但没有意识到链接分析或者网页内容缓存的重要性。如果用户无法ᨀ供确切名称，系统仍

然难以找到目标文件。

1993年2月，斯坦福大学六名学生Graham Spencer、 Joe Kraus、Mark Van Haren、Ryan
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Mc Intyre、Ben Lutch和Martin Reinfried成立Architext项目，意图利用字词间关系的统计分

析ᨀ升搜索效率。 1993年6月，他们发布了开发的搜索软件Excite用于网络搜索。 1999年1月，

@Home以65亿美元的价格收购Excite，并易名为Excite@Home。 2001 年10月，Excite@Home破

产，InfoSpace以1000万美元的价格将其买下。2002年5月，Excite停止使用自己的搜索引擎，改用

元搜索引擎Dogpile。

1994年1月，世界上第一个ᨀ供分类目录和搜索功能的EINet Galaxy上线。1994年4月，斯坦福

大学博士生Jerry Yang与David Filo共同创办Yahoo!用于收集它们喜欢的网页。随着收录数目与访

问量的增加，Yahoo!开始支持简单的数据库搜索。由于Yahoo!收录的网页需要经过手工处理，算不

上真正意义的搜索引擎。Yahoo! 陆续采用Altavista、Inktomi、Googleᨀ供的搜索引擎服务，推动

了搜索引擎技术的发展。1994年4月20日，华盛顿大学的Brian Pinkerton发布WebCrawler，它是

世界上第一个支持全文检索的搜索引擎。1994年7月20日，卡内基梅隆大学的Michael Mauldin研

发的Lycos正式发布，它是搜索引擎发展史上的一次革命，不仅ᨀ供相关性排名，还支持前缀

匹配与单词近似匹配，也是第一个在搜索结果页面中实现网页自动摘要，并且它的数据量远

超其他搜索搜索引擎。1999年4月，Lycos改由Fastᨀ供搜索引擎服务。1994年底，又一个重要的

搜索引擎Infoseek发布。 Infoseek友善的用户界面、大量附加服务使它声望日隆。而1995 年12月

与Netscape 的战略性协议，使它成为一个强势搜索引擎：当用户点击Netscape浏览器上的搜

索按钮时，弹出Infoseek的搜索服务，而此前由Yahoo! ᨀ供该服务。2001 年2 月，Infoseek改

用Overture的搜索结果。

1995年，华盛顿大学的Eric Selberg 和Oren Etzioni开发出MetaCrawler，成为世界首个元搜

索引擎。元搜索引擎对用户的检索请求进行转换处理，按照格式要求ᨀ交给多个成员搜索引擎，

最终将所有成员搜索引擎的搜索结果进行汇总并反馈给用户。1995年12月，AltaVista发布亮相，

它推陈出新ᨀ供大量的创新服务，迅速成为搜索领域的一支新秀。它是第一个支持自然语言搜

索、第一个支持高级搜索语法（如AND，OR，NOT 等）、并声称是第一个支持用户自主ᨀ交或

删除网站网址，并保证24小时内可以检索到的搜索引擎。1995年9月26日，加州伯克利大学的Eric

Brewer、Paul Gauthier联合创立Inktomi。1996年5月20 日，Inktomi公司正式成立，并发布新的

搜索引擎HotBot。 Inktomi公司声称HotBot每天抓取的网页数目超过1000万，远超其它搜索引擎。

Hotbot成为随后几年最受欢迎的搜索引擎之一。

1998年9月4日，斯坦福大学的Larry Page与Sergey Brin联合成立Google公司。2004年8月19日，

在纳斯达克上市。由于技术先进，经过短短十多年的发展，Google已经成为全球最大的搜索引擎，

搜索服务覆盖全球30多种语言、100多个国家。

1997年，挪威科技大学的Tor Egge成立FAST（Fast Search & Transfer）公司，1999年5月发

布搜索引擎AllTheWeb。FAST试图复制Inktomi的模式，向其他搜索引擎ᨀ供数据。它宣称在

数据的新颖性、高级搜索功能、搜索结果聚类、本地化显示、图片搜索方面都比Google更具优

势。2003年2月，FAST网络搜索部门被Overture 收购。2004年3月25日，Overture被Yahoo!收购。
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2011年4月4日，alltheweb.com网站重定向到Yahoo!搜索。

2000年，Rutgers大学的Apostolos Gerasoulis及其同事创立Teoma，2001年春正式上线。

2001年9月11日被Ask Jeeves以大约400万美元的价格收购，为ask.comᨀ供搜索服务。Teoma排

名算法ExpertRank比较独特，它同时基于主题分类、链接分析给网页排名。2000年，前Infoseek工

程师Matt Wells创立Gigablast，索引了2亿多网页，向合作网站ᨀ供大规模高性能的实时信息检索

服务。目前，Matt Wells是Gigablast唯一的维护人员，并于2013年7月将代码开源托管到GitHub。

2000年5月16日，Yeogirl Yun创立WiseNut，并于2001年9月正式上线。WiseNut引进一种新型数据

库，并发明一种新技术WiseGuide实现对搜索结果自动聚类，但是对高级搜索、布尔查询、网页快

照等功能它却视而不见。2002年4月，被分类目录ᨀ供商LookSmart以900万美元的价格收购，试图

成为主流搜索引擎。

1997年10月29日，北京大学“网络与分布式系统”研究室研发的“天网”中英文搜索引擎

系统正式在CERNET上ᨀ供服务。它是国家“九五”重点科技攻关项目“中文编码和分布式

中英文信息发现”的研究成果，ᨀ供北京大学、中国科院等FTP站点的检索。2000年初，在国

家973重点基础研究发展规划项目基金资助下成立“天网”搜索引擎课题组，继续为天网ᨀ

供技术支持。 1998年1月，Openfind创立，并由台湾中正大学吴升教授领导的GAIS实验室ᨀ

供技术支持。Openfind是当时最好的中文搜索引擎，鼎盛时期同时为三大门户网站新浪、奇

摩、雅虎ᨀ供中文搜索服务。2002年6月，Openfind重新发布基于GAIS30工程的Openfind搜索

引擎Beta版，推出多元排名（PolyRank）算法，宣布累计抓取网页35亿，并踏入英文搜索领域。

2000年1月18日，超链分析专利发明人、前Infoseek资深工程师李彦宏（Gigablast的创始人Matt

Wells是其在Infoseek的同事）与UC Berkeley大学博士徐勇联合创立百度公司。2000年6月，百度

正式推出独立搜索门户baidu.com，并开始为多个门户网站（如搜狐、新浪、雅虎中文等）ᨀ供搜

索服务。2001年10月22日正式发布Baidu搜索引擎。2005年，百度在美国纳斯达克上市，成为首家

进入纳斯达克成分股的中国公司。百度ᨀ供了音乐、视频、图片、百科、文库等各种搜索服务，成

为目前全球最大的中文搜索引擎。
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第九章 社会选择理论

人类行为是由一系列选择（choice）和决策（decision making）构成，理解人类行为的一切

思想都以研究选择为基础，如古希腊先哲苏格拉底（Socrates）和亚里斯多德（Aristotle）认为愿

望和信仰是人类做出选择的前ᨀ。19世纪，人们开始构建人类选择的量化模型，比如实验心理学的

奠基人恩斯特·海因里希·韦伯Ernst Heinrich Weber通过建立心理活动和可度量物理行为间的关

联，ᨀ出著名的韦伯定律，成为心理学量化分析人类心理活动（包括选择）的基石。承其衣钵的学

生古斯塔夫·费希纳Gustav Theodor Fechner扩展韦伯定律，创立出更为精确的度量系统，称作费

希纳定律。20世纪初，法国路易斯·列昂·瑟斯顿Louis Leon Thurstone ➊ 基于韦伯–费希纳定律

发展出比较性评价（comparative judgment）系统 [25]，基于成对比较的瑟斯顿模型由此诞生。

社会选择（social choice），也称“集体决策”（collective decision）是将社会成员的个人意

愿或偏好汇集成群体意愿或偏好的过程，属于典型的群体决策问题。选举制度是社会选择的

一个制度性体现，为民主国家反映民意的一个主要机制。为了体现少数服从多数的民主理念，

人们ᨀ出多数代表制（majoritarian representation）或多数制（plurality voting），认定得票最

多的候选人胜出。为了确保反映社会多元化的意见，1846年瑞士学者Victor Considerantᨀ出比

例代表制（proportional representation），根据政党或参选组别得票比例分配议席。由于不同选

区人口或经济地位的差异，人们根据每个选区所代表的议席数目，将选举方法分成单一选区

制（single-member district）或“小选区制”（small constituency system）、复数选区制（multi-

member district）或“大选区制”（large-size district）。单一选区制每个选区只有一个议席，而复

数选区制每个选区对应多个议席。多数制在单一选区制下也称作简单多数制（first-past-the-post,

single choice voting, simple plurality, simple majority）或相对多数制（relative majority）➋；在

复数选区制下称作胜者全拿（winer-takes-all）。如果根据选举规则无法选出一个合适的候选人，

可能是平局，也可能是不满足一定的规则，为避免出现此类状况，人们ᨀ出决胜选举（run-off）进

行多轮投票直至有人胜出。

我们将在后续章节介绍社会选择的相关概念、公理性推导、社会选择方法与投票准则、评价社

会选择的标准、各种社会选择方法的关联以及几个著名的社会选择悖论，最后介绍社会选择理论最

➊ 路易斯·列昂·瑟斯顿Louis Leon Thurstone（1887-1955），美国心理学家，美国心理测量学会的创立者之一，并任第一届心理测量

学会主席，在测量理论、社会评价等理论应用方面均作出巨大贡献。1933年当选为美国心理学会主席，1938年当选为国家科学院院士。
➋ 多数制别称相对多数制，与之对应的是绝对多数制（absolute majority）：候选人得票数只有超过其他候选人得票数之和才算胜出。
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新进展计算社会选择（Computational Social Choice，CSC），以及社会选择理论在推荐系统评分

预测、网络排名聚合、体育竞技排名等领域的应用研究。

9.1 符号定义

社会选择通常依赖于可排列对象的排列变换（permutation）➊，为此我们对相关概念给出统

一的数学定义。假设A = {x, y, z, . . .}是可排序➋ 的对象集，如决策时的备择选项（alternatives）、

选举投票时的候选人集合（candidates）、在线购物评分时的商品列表（items）等，并且|A| = n，

A上的一个排列（ranking or ballot）定义为从A到{1, 2, . . . , n}上的一个双射：

π : A -→ {1, 2, . . . , n}, (9.1)

并使用π(i)表示A中第i个对象在排列变换π作用下的排名，π−1(i)表示在π作用下排在第i位的原始

对象。通常，我们也使用π和π−1 分别表示由A中所有对象的排名向量、有序排列的对象向量。对

象集A可以产生n!种可能的全排列组合，可以构成一个非交换群，记为Π[A]或Π[n]。如果我们选择

一部分对象，比如{π−1(1),π−1(2), . . . ,π−1(K)}，从群Π[n]中筛选出所有第i 位对应π−1(i) 的排列，

1 ≤ i ≤ K ≤ n，构成Π[n]的一个子群，记作Π[n,K,π]：

Π[n,K,π] =
{
σ ∈ Π(n)|σ−1(i) = π−1(i), 1 ≤ i ≤ K

}
∈ 2Π[n]. (9.2)

假设存在一组决策者M = {X,Y, Z, . . .}，比如投票选举时的选民（voters）、电影评价时的影评人

（raters）等，并且|M| = m，每个决策者都有一个A上的个人偏好排名（individual preferential

ranking），从而可以构成一个社会偏好集（social preference profile）

Π[A,M] = Π[n,m] = {πi}mi=1 ∈ 2Π[n] (9.3)

其中πi ∈ Π[n]表示M上第i个决策者对A 做出的一个线性排序。在不产生混淆的情况下，我们

简记作Π ! Π[n,m]。如果存在一个社会选择函数F : Π[n,m] -→ Π[n]，能够基于Π[n,m] 给出A

的一个全局性的评价，则全局线性排序记作πF ∈ Π[n]，也成社会偏好排名（social preferential

ranking）。对于任意一个A上的线性序π，都对应一个特殊的决策方。给定任意两个对象x, y ∈ A，

我们用x ≻π y 表示x 在π中的排名高于y，或者π偏好x甚于y。为了强调决策方，比如决策者Z偏

好x甚于y，则记作x ≻Z y。如果F 偏好x甚于y，则记作x ≻F
Π[n,m] y，或简记作x ≻F

Π y。如果存在

一个社会选择函数F : Π[n,m] -→ A，则它能够基于Π[n,m]选择A上的一个成员，并称其为社会选

择（social choice）。

➊ 英文单词Permutation存在两个中文字面翻译：排列或置换。本文对两种翻译不作具体区分，主要使用第一种翻译意思。

当permutation作为一个变换算子出现时，我们称其排列变换；当permutation作为一个有序列表出现时，我们称其排名列表。读者

如果对排列和置换之间的差异感兴趣，可参考潘庆年教授的一篇注解[26]。
➋ 可排序依赖于空间上定义的二元全序关系，我们将在后文给出严格定义。
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例9.1. 2014年7月7日至10日，盖洛普（Gallup）对民主党五位2016年总统选举候选人Hillary Clin-

ton、Elizabeth Warren、Andrew Cuomo、Martin O’Malley、 Joe Biden组织了一次民意调查➊，统计

公众对几位候选人的了解情况，具体统计数据见下表： 表格中每一行代表一位候选人，第二列是

Candidate Familiar (%) Favorable (%) Unfavorable (%) Net Favorable (%)

Hillary Clinton 91 55 36 19

Elizabeth Warren 38 21 17 4

Andrew Cuomo 51 27 24 3

Martin O’Malley 19 7 9 -2

Joe Biden 80 38 42 -4

表 9.1: 2014年7月7日至10日盖洛普民主党2016总统候选人民调数据

公众认识候选人的比例，第三列是公众认同候选人的比例，第四列是公众不认同候选人的比例，最

后一列则是公众认同候选人减去不认同的比例，属于净认同的比例。根据数据可知，五位总统候选

人A =
{

Clinton，Warren，Cuomo，O’Malley，Biden
}
中，美国前第一夫人、前国务卿Clinton是公

众最为熟知、最受公众欢迎的民主党候选人。前副总统Biden虽为公众所知，认同他的民众却少于

不认同他的人数。

我们现在用一组连续的自然数{1, 2, 3, 4, 5}为他们编号，则1号对应Clinton，3号对应Cuomo。

如果根据第二列的公众熟知比例为他们排名，则会产生一个新的排名列表π1 = ⟨1, 4, 3, 5, 2⟩，那

么π−1
1 (4) = 2表示排名列表π1中位列第4的对象是2号候选人Warren，π1(5) = 2表示5号候选人Biden

在列表π1 中排名第2 位。类似地，我们按照最后一列排列候选人名单，又会产生一个排名列

表π4 = ⟨1, 2, 3, 4, 5⟩。

我们根据社会选择法的步骤及输出数据类型[27, 28]，将社会选择方法分成位置评分法、位置

筛选法和概率模型法。位置评分准则赋予每个候选人一个对应分值，分值的产生可能源于整体排

序（如波达计数[29]、Footrule法[30]、中位数法[31]、CPS模型[32] 和矩阵分解方法[33]），或者源

于序对比较（如孔多塞法、凯梅尼─杨格方法和马尔科夫方法）。位置筛选法综合候选人的位置、

多数投票得分等因素，逐步缩短偏好列表的长度，剔除不合格的候选人直至最优人选诞生，如单记

可让渡投票制。概率模型法建立候选人排列的概率分布，包括瑟斯顿模型 [25]、布雷德利─特里模

型 [34]、马洛斯模型 [35] 和普拉基特─卢斯模型 [36, 37]。我们在后续几个小节简要介绍几种代表

性的社会选择方法，并基于1980年美国参议院议员选举为例解释各种方法。

例9.2. [38] 1980年美国纽约州参议院选举在保守派的Alphonse D’Amato、自由派的Elizabeth Holtz-

man与Jacob Javits之间展开，三名候选人的得票率如表9.2所示，22%的选民对于三名候选人的个人

偏好为D ≻ H ≻ J，4%的选民存在个人偏好J ≻ D ≻ H，每名候选人使用其姓氏首字母表示。为

简化表示，我们在后续章节使用本例数据时直接省略百分号。

➊ Gallup: Clinton Is Best Known, Best Liked Potential 2016 Candidate, 2015-09-14
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29% 23% 22% 15% 7% 4%

H D D H J J

J J H D H D

D H J J D H

表 9.2: 1980年美国纽约州参议院选举

9.2 位置评分法

位置评分法根据每个偏好列表对所有候选人评分，然后累加候选人在所有偏好集上评分得

到总的分值，利用各候选人的综合评分可以选出优胜者或者建立所有候选人的综合排名。假

设Vπ ∈ Rn表示A在偏好列表π上的得分向量，则A内所有候选人的综合得分向量

VΠ = VΠ =
∑

π∈Π

Vπ =
∑

π∈Π

(
V 1
π , V

2
π , . . . , V

n
π

)
, (9.4)

其中V i
π表示A中第i个候选人在偏好列表π下的得分分值，1 ≤ i ≤ n。

9.2.1. 多数投票法

多数投票法是一种最常见的投票选择方法，也是英国大选采用的一种选举方法。它只利用所有

偏好列表排名第一的数据确定出最终赢家。对于Ḁ个选民偏好列表π，根据候选人集合A 在偏好名

单π上的名次，只有排名第一的候选人可以得到一个点数，其他位置上的候选人没有得分。对于例

子9.1，多数投票法只考虑排名第一的候选人，各候选人的得分如下：

VD = 23 + 22 = 45，VH = 29 + 15 = 44，VJ = 7 + 4 = 11,

候选人D’Amato以45比44险胜Holtzman，社会偏好为D ≻ H ≻ J。

9.2.2. 波达计数

1770年，法国数学家、政治学家让─查尔斯·波达Jean-Charles de Borda[29]设计出一种新的

投票计数方法，称作波达计数（Borda Count），用于评选法国科学院院士。波达计数根据选民偏好

名单中的排名给候选人一定的点数，一般地排名越高点数越高，如排名第一的候选人得到n − 1个

点，排名靠后依次逐渐减少一个点。后来，由于波拿巴·拿破仑的干预，弃用波达计数，并采纳拉

普拉斯的意见，使用绝对多数准则评选科学院院士。根据波达计数法，例9.1三名候选人得分

⎡

⎢⎢⎢⎣

VD

VH

VJ

⎤

⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

0 2 2 1 0 1

2 0 1 2 1 0

1 1 0 0 2 2

⎤

⎥⎥⎥⎦
×

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

29
23
22
15
7
4

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

109

115

74

⎤

⎥⎥⎥⎦
,

可知候选人Holtzman胜出，社会偏好为H ≻ D ≻ J。
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9.2.3. 记分投票法

多数投票法与波达计数都是建立在排序投票系统之上，选民只是根据自己的偏好对候选人进

行排列。实际上，如果选民能够对候选人进行顺次排序，我们可以给予其更多的自由，使用限定的

离散分值给候选人打分，从而能够更有效地反映出选民的意愿。这种投票选举的方法称作计分投票

法（range voting，rating summation，scoring），在网络空间有广泛应用，比如网民对电影、图

书、商品的1–5级评分。计分投票法根据每个候选人所有评分均值、中值（majority judgment）或

加和，评分最高者胜出。如果离散分值只有两个{0, 1}或者{同意，反对}，则称计分投票法为同意

投票法（approve voting）。我们可以从计分投票中构建每个选民的偏好排名，允许一对一的对决，

满足各种良好的性质，如传递性、一致性等。可以如果存在策略性投票行为，由于每张选票每个候

选人的可能分值是一个区间范围，即便是离散数字，也比排名列表形式的选票更难操纵。

9.2.4. 孔多塞方法

1785年，法国启蒙思想家马奎斯·孔多塞Marquis de Condorcet[39]在研究民主决策时，ᨀ出

一种序对型选举投票方法，称为孔多塞方法。孔多塞方法根据选民的偏好集合Π，统计所有可能的

偏好序对，根据多数准则选出得票最多的赢家。如果Π存在一个候选人（比如x），在和其他每个候

选人一对一对决（round-robin or one-on-one or head-to-head）➊ 时，都能获得多数选票，即有

∀y ∈ A,
∣∣{π ∈ Π : x ≻π y}

∣∣ >
∣∣{π ∈ Π : y ≻π x}

∣∣, (9.5)

则称其孔多塞赢家（Condorcet winner）。根据孔多塞方法，例子9.1中三个候选人的一对一对决统

计结果如表9.3所示，候选人Holtzman是一个孔多塞赢家，并且社会偏好为H ≻ D ≻ J。 如果一

偏好 得票 偏好

H ≻ D 51 > 49 D ≻ H

H ≻ J 66 > 34 J ≻ H

D ≻ J 60 > 40 J ≻ D

表 9.3: 孔多塞赢家

个候选人是Π[n]上的孔多塞赢家，则它在一对一对决中从未被其他候选人击败，即是说其他每个候

选人至少被此孔多塞赢家所击败一次，他们不可能是孔多塞赢家。由此可知，孔多塞赢家只要存在

必然唯一，但它并非总是存在。

例9.3. 假设某次社会投票选举只有三个候选人{x, y, z}参选，他们的偏好集如表9.4所示。根据孔多

塞方法，统计每个候选人一对一对决结果，比如有20个选民存在偏好x ≻ y，只有10个选民有偏

➊ 体育运动竞技比赛，如网球、足球、国际象棋、桥牌、拳击运动，经常要运动员或团队之间进行多轮形式的循环赛（round-robin

tournament），表示所有参赛选手彼此进行多次两两对决。17世纪初，round-robin衍生出新的涵义，表示“圆形签名请愿书”。在签署控诉

书、请愿书等多人署名文件时，顺着一个圆圈署名，籍此让人分不出署名的先后顺序，以保护领头人免于遭受报复。
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好y ≻ x，前者得两票胜出，则x ≻ y；类似可知y ≻ z与z ≻ x。孔多塞方法在此社会偏好集上产生

一个偏好回路（preferential cycle）x ≻ y ≻ z ≻ x，存在一个内在矛盾：社会偏好x甚于y，偏好y甚

于z，但又偏好z甚于x，孔多塞赢家并不存在，出现孔多塞悖论（Condorcet’s paradox）。

票数 偏好列表

10 x ≻ y ≻ z

10 y ≻ z ≻ x

10 z ≻ x ≻ y

偏好 票数 偏好

x ≻ y 20>10 y ≻ x

y ≻ z 20>10 z ≻ y

z ≻ x 20>10 x ≻ z

表 9.4: 孔多塞悖论

孔多塞在分析投票方法时还给出一个著名的孔多赛陪审团定理（Condorcet’s Jury Theo-

rem）：“如果每个陪审员做出正确决定的概率都大于0.5，那么陪审员越多，则陪审团做出正确决

定的可能性就越大。当陪审员达到一定规模，陪审团做成正确判决的概率会无限趋近于1”。

当法庭作出Ḁ项审判决定时，陪审团按照多数准则进行表决，只有当表决赞同或反对法庭审判

决定的陪审员达到一定比例，陪审团同意或否决法庭判决的决议才能生效。孔多塞陪审团定理假定

“每个陪审员都能独立做出决定，赞同或否决法庭判决，并且做出正确决定的概率相同”➊。我们

现在从概率统计的角度进行分析，设陪审团由n名陪审员组成，每个陪审员独立做出正确决定的概

率是p，则整个陪审团能否做出正确判决取决于多数陪审员的意见，陪审团做出正确判决概率p̂可以

表示成二项分布部分和形式：

p̂ =
∑

n/2≤i≤n

(
n

i

)
pi(1− p)n−i = 1−

∑

0≤i≤n/2−1

(
n

i

)
pi(1− p)n−i. (9.6)

可以证明，如果p > 0.5，当n→∞时，p̂→ 1。图9.1表示陪审团做出正确决定的概率与陪审团人数

的关系：随着陪审团人数的增加，当p = 0.51 > 0.5时（红色），做出正确决定的概率越大；反之，

如果p = 0.49 < 0.5（蓝色），则概率越低。

孔多赛陪审团定理的不足之处在于其假设过于理想，比如陪审员或者投票人每个人的价值观

念都不同，由于相互影响，可能更多的是以团体形式进行表决或投票，因此独立性假设与等概率假

设就站不住脚；此外，在投票理论中，候选人不能通过简单的优化理论做出评价，从而难以选择出

“最佳”候选人；当投票人不同、候选人得票率不同的情况下，利用简单的多数投票准则并不能得

到满意的结果，即出现投票分割问题。

孔多塞方法是一类方法，我们下面介绍几个典型的孔多塞方法：柯普兰方法、凯梅尼─杨格方

法、最小最大法、南森方法、道奇森方法、排名序方法和舒尔茨方法，并分析各自的性质。

➊ 公元前399年，70岁的苏格拉底由于被指控不敬神和败坏青年而站到雅典的法庭上，一个由501名公民构成的陪审团在第一轮投票

以280对221的微弱优势判处苏格拉底有罪，在第二轮以360对141的多数优势判其死刑，陪审团通过民主的程序将激怒他们的苏格拉底处

死。西德尼·吕美特执导的《十二怒汉》（12 Angry Men）告诉我们“陪审员独立作出决定”是一种理想化的设定，可能促成陪审团做出

正确的决定或相反，多数同意准则不一定就是民主的、永远有效的表决方案。
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图 9.1: 陪审团做出正确决定的概率

定义9.1 (孔多塞准则). 对于任意的A及偏好集Π[A,M]，如果候选人x ∈ A是一个孔多塞赢家，

则x是F在偏好集Π[A,M]上的社会选择，并且是唯一的社会选择，则称社会选择函数F满足孔多塞

准则或孔多塞赢家准则（Condorcet Winner Criterion，CWC）。

I. 柯普兰方法

柯普兰方法（Copeland method）是一种孔多塞方法，它利用Ḁ个候选人在和其他候选人一对

一循环对决中胜出局数与落败局数之差，换而言之是其所击败的候选人数目减去将其击败的候选

人数目，作为其投票分值，最终投票分值最高的候选人胜出。根据柯普兰方法，例子9.1中三名候

选人的得分如下

VH = 2, VD = 0, VJ = −2.

柯普兰方法属于零和博弈（zero sum game）：候选人Holtzman是孔多塞赢家，将其他两个候选

人D’Amato和Javits悉数击败，而Javits则是孔多塞输家（Condorcet loser），在与其他两名候选人

对决时皆落败。根据柯普兰得分，孔多塞赢家Holtzman胜出，并且社会偏好为H ≻ D ≻ J。

II. 凯梅尼─杨格方法

凯梅尼─杨格方法（Kemeny-Young method） [40]，也称凯梅尼规则、最大似然模型，也是

一种基于成对比较的投票方法。KY方法考虑每个可能的偏好排名，根据社会偏好集Π[n,m]计算各

个偏好排名的分值，分值最高的排名是社会选择偏好排名。KY方法将每个个体偏好排名拆解成所

有可能序对偏好，利用社会偏好集确定含有对应序对偏好的票数，将对应序对偏好的票数加和即是

Ḁ个个体偏好的得分。

定义9.2 (排名分值). 对于候选集A，可以生成n(n-1)种可能的偏好序对。对于某个排名π ∈ Π，

有π−1(1) ≻ π−1(2) ≻ · · · ≻ π−1(n)，可抽取出n(n-1)/2种序对偏好π−1(i) ≻ π−1(j)，1 ≤ i < j ≤ n。
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如果个体偏好排名σ ∈ Π[n,m]包含某个序对偏好，则为其投一票，遍历偏好集可算出每个序对偏

好在社会偏好集上的得票

V (x, y) =
∑

σ∈Π[n,m]

I(x ≻σ y), ∀x, y ∈ A, (9.7)

则排名π的分值等于其上所有可能的偏好序对的得票之和

Vπ =
∑

x≻πy

V (x, y) =
∑

x,y∈A

[
I(x ≻π y)

∑

σ∈Π[n,m]

I(x ≻σ y)

]
. (9.8)

定义9.3. 凯梅尼─杨格方法是搜索Π选择出排名分值最大的偏好排名，即解如下形式的优化模型

πF = argmax
π∈Π

Vπ. (9.9)

最优排名πF中排名最高的候选人π
−1
F (1) ∈ A是社会偏好集Π[n,m]上的社会选择。

定理9.1. 凯梅尼─杨格方法等价于从Π搜索一个与社会偏好集Π[n,m]内所有个体偏好最近的偏好排

名πF，以尽可能和所有选民的个人偏好保持一致。

πF = argmin
π∈Π

∑

σ∈Π[n,m]

τ(π,σ), (9.10)

其中，τ表示肯德尔距离度量公式。

例9.4. 根据例子9.1，我们可以构建序对偏好计票表与排名分值分布表9.5。对于偏好排名D ≻ H ≻

J，其分值是D ≻ H、D ≻ J和H ≻ J三个序对偏好分值之和VD≻H≻J=49+60+66=175。根据偏好

排名的分值可知社会选择是孔多塞赢家Holtzman，社会偏好排名是H ≻ D ≻ J，而排名分值最低

的偏好排名是J ≻ D ≻ H，恰好是社会偏好排名的完全逆排列。为了验证定理9.1，我们计算所有

偏好列表对的肯德尔距离以及每个个体偏好排名与社会偏好集Π[n,m]的肯德尔距离，如表9.6所

示，表的末行数据是根据公式9.10计算得到的肯德尔距离之和，其他行数据表示对应行偏好列表

与列偏好列表之间的肯德尔距离。比如个体偏好H ≻ J ≻ D 与J ≻ D ≻ H的肯德尔距离是2/3，

而J ≻ D ≻ H与社会偏好集的肯德尔距离

τ(J ≻ D ≻ H,Π[n,m]) = 2/3× 22 + 1/3× 23 + 1× 15 + 2/3× 29 + 0× 4 + 1/3× 7 = 177/3

最大，而H ≻ D ≻ J与社会偏好集的肯德尔距离最小，式9.9和9.10的等价性得到实例验证。

KY方法是一个NP-Hard问题 [41]，需要遍历整个偏好排名空间Π，难以直接优化求解。可以

证明，KY方法与其他几种方法之间存在紧密联系：它是孔多塞方法的最大似然估计 [42]，并且还

与波达计数法对赢家和输家持有完全一致的偏好 [43]。

9.3 位置筛选法
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D H J

D – 49 60

H 51 – 66

J 40 34 –

偏好排名 排名分值 偏好排名 排名分值

D ≻ H ≻ J 175 D ≻ J ≻ H 143

H ≻ D ≻ J 177 H ≻ J ≻ D 157

J ≻ D ≻ H 123 J ≻ H ≻ D 125

表 9.5: 序对偏好计票表（左）与偏好排名分值分布表（右）

D ≻ H ≻ J D ≻ J ≻ H H ≻ D ≻ J H ≻ J ≻ D J ≻ D ≻ H J ≻ H ≻ D

D ≻ H ≻ J 0 1/3 1/3 2/3 2/3 1

D ≻ J ≻ H 1/3 0 2/3 1 1/3 2/3

H ≻ D ≻ J 1/3 2/3 0 1/3 1 2/3

H ≻ J ≻ D 2/3 1 1/3 0 2/3 1/3

J ≻ D ≻ H 2/3 1/3 1 2/3 0 1/3

J ≻ H ≻ D 1 2/3 2/3 1/3 1/3 0

τ(π,Π[n,m]) 125/3 157/3 123/3 143/3 177/3 175/3

表 9.6: 偏好排名肯德尔距离矩阵

9.3.1. 单记可让渡投票制

单记可让渡投票制（single transferable voting，STV），肇始于19世纪50年代，由英国的Thomas

Hare和丹麦的George Andrae发明，用以选出唯一的赢家。

1871年美国建筑师威廉·罗伯特·威尔William Robert Wareᨀ出排序复选制（instant-runoff

voting，IRV），也称选择投票制（alternative voting）或偏好投票制（preferential voting），1918年

始澳大利亚众议院选举、2010年奥斯卡最佳影片的评选都采纳了IRV方法。 IRV方法统计候选人的

第一票数（first choice or first preference），任何候选人只要第一票数超出半数则胜出，选举结束；

否则，将第一票数最低的候选人剔除，所有含有此候选人的偏好列表也要做剔除处理，重新统计第

一票数，依次类推，直至有候选人以超过半数胜出。显然，IRV是STV的一个特例。

9.4 概率模型法

9.4.1. 马洛斯模型

马洛斯模型（Mallows Model）是一种基于距离的排名聚合方法，它利用排列空间Π[n]上定义

的距离度量指标，比如肯德尔距离、斯皮尔曼距离等，确定排列空间上的概率分布。假设初始排列

（location permutation）为σ，对任意的排列π ∈ Π[n]，马洛斯模型定义如下形式的概率分布

P (π|σ; c) = exp{−c× d(π,σ)}∑
π′∈Π[n]

exp
{
− c× d(π′,σ)

} , (9.11)
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其中参数c > 0称作离散因子（disperse），用以控制排列空间上的距离权重。根据模型定义，构建

排列空间上的概率分布需要遍历整个空间，其计算复杂度高达O(n!)，以致于无法实际应用。

9.4.2. 瑟斯顿模型与TrueSkill排名

9.4.3. 布雷德利─特里─卢斯模型

9.4.4. 普拉基特─卢斯模型

普拉基特─卢斯模型（Plackett-Luce model，也称“卢斯模型”，简称PL模型）是一种分步排

名方法，假设每个参与排名的对象都对应一个隐性分值z，利用隐性分值评估Π[n]的分布概率。如

果决策者根据Ḁ种准则产生一个排列π，则对象π−1(i)在排列π中排到第i位的概率Pi，依赖于其自

身的评分zπ−1(i)，以及其他所有排名在它下面的其他所有对象的评分之和
∑

i≤k≤n
zπ−1(k)。PL模型对

每个评分统一作单调变换，有如下形式的定义

Pi =
exp(zπ−1(i))∑

i≤k≤n
exp(zπ−1(k))

, 1 ≤ i ≤ n.

根据独立性假设，则由隐性评分列表生成排列π的概率为

P (π) =
n∏

i=1

Pi =
n∏

i=1

exp(zπ−1(i))∑
i≤k≤n

exp(zπ−1(k))
. (9.12)

如果计算排列π的生成概率，只考虑位置靠前的对象评分信息，排名靠后的对象评分信息直接

忽略掉，实际上对于概率评估影响甚微。比如，只考虑前K个位置上的对象评分信息，可以计算生

成排列π的近似生成概率P (π;K)，则有定义

P (π;K) =
K∏

i=1

exp(zπ−1(i))∑
i≤k≤n

exp(zπ−1(k))
≥ P (π), (9.13)

这个概率称作n个对象排列的TopK概率。当K = n− 1时，由于Pn = 1，则有

P (π;n− 1) = P (π;n) = P (π).

当K = 1时有

P (π; 1) =
exp(zπ−1(i))∑

i≤k≤n
exp(zπ−1(k))

. (9.14)

如果记n个对象生成的所有排列集合为Π[n]，我们可以建立P (π)与P (π,K)二者之间的联系：

P (π;K) =
∑

σ∈Π[n,K,π]

P (σ). (9.15)

例9.5. 假设四个对象{1, 2, 3, 4}存在隐性分值Z = {0.5, 0.8, 0.3, 0.1}，随机排列可以生成4! = 24种可

能的结果，如图9.2所示的多面体，每个定点对应一个排列，根据卢斯模型可以计算生成各个排列

$%"&'#( 72 )!*+",$



9.4. 概率模型法
!"#

的概率。如表9.7所示，所有排列概率之和等于1，排列π = ⟨1, 2, 3, 4⟩的概率P (π) = 0.068102079，

排列π = ⟨2, 1, 4, 3⟩的概率P (π) = 0.063594464。如果根据隐性分值进行排名，可以得到最理想

的排列π = ⟨2, 1, 3, 4⟩，其概率最大P (π) = 0.07767445，对应图9.2中最大节点，最不理想的排列

是π = ⟨4, 3, 1, 2⟩，其概率最小P (π) = 0.019200285，对应图9.2中最小节点。

图 9.2: 排列分布及分布肯德尔距离，1234 ! ⟨1, 2, 3, 4⟩

π ⟨1, 2, 3, 4⟩ ⟨1, 2, 4, 3⟩ ⟨1, 3, 2, 4⟩ ⟨1, 3, 4, 2⟩ ⟨1, 4, 2, 3⟩ ⟨1, 4, 3, 2⟩

P (π) 0.068102079 0.055757275 0.05019727 0.024927228 0.038285447 0.023221297

π ⟨2, 1, 3, 4⟩ ⟨2, 1, 4, 3⟩ ⟨2, 3, 1, 4⟩ ⟨2, 3, 4, 1⟩ ⟨2, 4, 1, 3⟩ ⟨2, 4, 3, 1⟩

P (π) 0.07767445 0.063594464 0.069244944 0.046416276 0.052066751 0.042628653

π ⟨3, 1, 2, 4⟩ ⟨3, 1, 4, 2⟩ ⟨3, 2, 1, 4⟩ ⟨3, 2, 4, 1⟩ ⟨3, 4, 1, 2⟩ ⟨3, 4, 2, 1⟩

P (π) 0.047184467 0.023431114 0.057067546 0.038253525 0.020143783 0.027191263

π ⟨4, 1, 2, 3⟩ ⟨4, 1, 3, 2⟩ ⟨4, 2, 1, 3⟩ ⟨4, 2, 3, 1⟩ ⟨4, 3, 1, 2⟩ ⟨4, 3, 2, 1⟩

P (π) 0.03430199 0.020805209 0.040900468 0.033486473 0.019200285 0.025917675

表 9.7: 排列分布表

根据定义，Top-2的排列分布（表9.8）可通过Top-3的排列分布计算，比如⟨1, 2, ∗, ∗⟩的概率等

于⟨1, 2, 3, 4⟩与⟨1, 2, 4, 3⟩的概率之和，即有

P (⟨1, 2, 3, 4⟩) + P (⟨1, 2, 4, 3⟩) = 0.068102079 + 0.055757275

= P (⟨1, 2, ∗, ∗⟩) = 0.123859355.
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Top-1排列分布（表9.8）可以通过Top-2的排列分布进行计算，如⟨3, ∗, ∗, ∗⟩的概率又等于⟨3, 1, ∗, ∗⟩、

⟨3, 2, ∗, ∗⟩和⟨3, 4, ∗, ∗⟩的概率之和，即有

P (⟨3, 1, ∗, ∗⟩) + P (⟨3, 2, ∗, ∗⟩) + P (⟨3, 4, ∗, ∗⟩) = 0.070615583 + 0.095321069 + 0.047335044

= P (⟨3, ∗, ∗, ∗⟩) = 0.2133.

π; 2 ⟨1, 2, ∗, ∗⟩ ⟨1, 3, ∗, ∗⟩ ⟨1, 4, ∗, ∗⟩ π; 1 ⟨1, ∗, ∗, ∗⟩

P (π; 2) 0.123859355 0.075124501 0.061506748 P (π; 1) 0.2605

π; 2 ⟨2, 1, ∗, ∗⟩ ⟨2, 3, ∗, ∗⟩ ⟨2, 4, ∗, ∗⟩ π; 1 ⟨2, ∗, ∗, ∗⟩

P (π; 2) 0.141268922 0.11566122 0.094695399 P (π; 1) 0.3516

π; 2 ⟨3, 1, ∗, ∗⟩ ⟨3, 2, ∗, ∗⟩ ⟨3, 4, ∗, ∗⟩ π; 1 ⟨3, ∗, ∗, ∗⟩

P (π; 2) 0.070615583 0.095321069 0.047335044 P (π; 1) 0.2133

π; 2 ⟨4, 1, ∗, ∗⟩ ⟨4, 2, ∗, ∗⟩ ⟨4, 3, ∗, ∗⟩ π; 1 ⟨4, ∗, ∗, ∗⟩

P (π; 2) 0.055107202 0.074386937 0.045117957 P (π; 1) 0.1746

表 9.8: Top-2与Top-1排列分布表

9.4.5. Elo排序系统

9.4.6. Colley方法

9.4.7. Massey方法

由于地理、文化等社会人文环境的差异，世界范围内已经诞生数量可观的社会选择方法。为

了分析各种方法，便于对其区分和归类，人们ᨀ出一系列性质良好的投票系统准则，如多数准则

（majority criterion）、孔多塞一致性准则（Condorcet consistency）等单赢家投票系统准则。我们

使用一个小节专门来介绍它们。

9.5 投票系统准则

定义9.4 (多数准则). 如果半数以上的选民选择（或偏好）某个候选人，则此人一定是社会选择。

推论9.1. 孔多塞方法、IRV方法、Bucklin方法和多数投票方法都满足多数准则。

定义9.5 (孔多塞准则). 如果存在一个候选人，在和其他候选人的一对一循环对决中总能胜出，则此

候选人必然胜出。

推论9.2. 如果一个单赢家投票系统满足孔多塞准则，则它必然也满足多数准则。

推论9.3. 布莱克方法、柯普兰方法、道奇森方法、凯梅尼─杨格方法、最小最大法、南森方法、有

序对方法（ranked pairs）和舒尔茨方法都满足孔多塞准则。
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定义9.6 (一致性准则). 假设将社会偏好集Π[n,m]任意分割成两个或多个子集，使得某个候选

人x ∈ A是每个社会偏好子集上的社会选择，如果x也是Π[n,m]上的社会选择，则称对应社会选择

函数满足一致性准则（consistency criterion）或可分性准则（separability criterion）。

推论9.4. 如果一个排序投票系统（ranked voting system）满足一致性，当且仅当它也是一个位置投

票系统（positional voting system）。波达方法满足一致性，但柯普兰方法、IRV方法、凯梅尼─杨格

方法、最小最大法、有序对方法（ranked pairs）和舒尔茨方法都违反一致性准则。

定义9.7 (排名一致性准则). 假设将社会偏好集Π[n,m]任意分割成两个或多个子集，使得某个排

序π ∈ Π[n]是每个社会偏好子集上的社会选择排序，如果π也是Π[n,m]上的社会选择排序，则称对

应社会选择函数满足排名一致性准则（ranking consistency criterion）。

推论9.5. 凯梅尼─杨格方法满足排名一致性准则。

9.6 阿罗不可能定理

1951年，美国经济学家肯尼斯·阿罗Kenneth Arrow [44, 45]使用数学公理化的方法研究社会

决策时，证明了一个重要的结论：如果众多的社会成员具有不同的偏好，而社会又有多种备选

方案，那么在民主的制度下不可能得到令所有的人都满意的结果。换句话说，依靠简单的“少数

服从多数”的投票原则，在各种个人偏好中选择出一个共同一致的顺序，无法实现。简而言之，

阿罗证明“完美的投票体系是不存在的”，即声名远播的阿罗不可能定理（Arrow’s Impossibility

Theorem）或阿罗悖论（Arrow’s Paradox）。阿罗悖论不啻于一声惊雷，对当时的政治哲学和福利

经济学产生了巨大的冲击，并为阿罗摘得1972年的诺贝尔经济学奖。

社会选择，在数学上表示一个建立在所有个体偏好上的函数（或映射），其性质反映了一定的

价值规范，如公民权、帕累托有效、无独裁性等。社会选择最重要的问题是：能否从逻辑上协调所

有这些价值规范。阿罗使用公理性的证明，向人们宣告一个不幸的消息：世上没有同时满足个人偏

好的无限制性、帕累托有效 ➊、非相关目标独立性与非独裁性四个基本公理的社会选择函数。

定义9.8 (个人偏好的无限制性). 如果社会选择函数F允许所有逻辑上可能存在的个人偏好自由表

达，则称其满足无限制性（unrestricted domain）或完整性（universality）。

定义9.9 (帕累托有效性). 对任意x, y ∈ A，如果所有决策者一致认定x ≻ y，则社会偏好列表πF也

有x ≻ y，即x ≻F
Π[n,m] y，则称社会选择函数F满足帕累托有效性（Pareto efficiency），也称一致同

意性（unanimity）。

➊ 帕累托Vilfredo Pareto（1848～1923），意大利经济学家和社会学家。曾在都灵大学就读，后在意大利一家大型铁路公司担任工程师，

升至主管，1893年起任瑞士洛桑大学教授。在经济学和社会学两个领域做出突出贡献，1906年ᨀ出帕累托最优状态（Pareto optimal）的

概念，也成帕累托有效性（Pareto efficiency），奠定了现代福利经济学的基础。他认为，只要有可能使至少一个人更富裕，而同时又能使

其他人保持在原来的生活水平，社会资源分配就没有达到最佳状态。
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定义9.10 (非相关目标独立性). 对于两个社会偏好集Π[n,m] = {πi}mi=1与Π′[n,m] = {π′
i}mi=1，

πi与π′
i对应同一个决策者，1 ≤ i ≤ m。如果每个决策者关于x, y ∈ A的个人偏好保持不变：

x ≻πi y ⇔ x ≻π′
i
y, 1 ≤ i ≤ m, (9.16)

则集体关于x, y的社会偏好在两个社会偏好集Π[n,m]和Π′[n,m]上也不会发生变化：

x ≻F
Π[n,m] y ⇔ x ≻F

Π′[n,m] y, (9.17)

此时称社会选择函数F满足非相关目标独立性（Independence of Irrelevant Alternatives，IIA）。

定义9.11 (非独裁性). 对于一个决策者，如果社会选择F完全等价于其个人偏好π，即

x ≻π y ⇔ x ≻F
Π y, (9.18)

则称其为独裁者（dictator）。如果集合M中没有独裁者，则称社会选择函数F满足非独裁性

（non-dictatorship）。

定义9.12 (线性序). 非空集合A上的二元关系≻称作是线线线性性性序序序（linear ordering），如果它满足

• 反对称性（anti-symmetric）：对任意的x, y ∈ A，只要x ≻ y, y ≻ x，都有x = y，

• 传递性（transitive）：对任意的x, y, z ∈ A，只要x ≻ y, y ≻ z，都有x ≻ z，

• 完备性（complete）：对任意的x, y ∈ A，要么x ≻ y，要么y ≻ x。

定义9.13 (社会福利函数). 如果社会选择函数F : Π[n,m] -→ Π[n]是A上的一个线性序，则称其为线

性投票规则或社会福利函数（social welfare function），而其完备性对应于个人偏好的无限制性。

定理9.2 (阿罗不可能性定理). 如果|A| = n > 2，则兼具帕累托有效性、非独裁性和IIA的线性投票

规则F不存在。换言之，兼具帕累托有效性和IIA的线性投票规则一定存在独裁者。

我们下面详细介绍1998年诺贝尔经济学奖得主阿马蒂亚·森Amartya Sen ➊对阿罗不可能性定

理的证明思路，为此先引入决定性联盟（decisive coalition）的概念。

定义9.14 (决定性联盟). 对于非空集合Mc ⊂M，以及x, y ∈ A，如果满足

x ≻F
Π[A,Mc] y ⇔ x ≻F

Π[A,M] y, (9.19)

则称Mc是决定社会选择F关于(x, y)偏好的决定性联盟。如果对任意x, y ∈ A，Mc都是决定F关

于(x, y)偏好的决定性联盟，则称Mc是F的决定性联盟。如果Mc是所有偏好x甚于y的决策者集

合，

➊ 阿马蒂亚·森1933年生于英属印度西孟加拉邦桑蒂克尼盖登，1953年获加尔各答大学文学学士学位，1955年前往剑桥大学攻读第二个

学士学位，并于1959年在剑桥大学获得博士学位。1971年起在伦敦经济学院任教，1977年起任牛津大学经济学教授，70年代末转教于美国

哈佛大学。1998年1月又返回英国剑桥大学，担任三一学院（Trinity College，Cambridge）院长。他克服了阿罗不可能定理衍生的难题，

对福利经济学基础理论做出巨大贡献。
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决定性联盟可以操控社会选择，严重侵害其他社会成员的利益。如果|Mc| > 1，决定性联盟构

成寡头，在寡头集团操控下的政治生态形成寡头政治。如果|Mc| = 1，决定性联盟就是独裁者。我

们可以证明：如果F满足帕累托有效性，则M是F的决定性联盟。森巧妙地利用决定性联盟，推导

出阿罗不可能性定理：兼具个人偏好无限制性、帕累托有效性和IIA的线性投票规则由单点集决定

性联盟所操纵，即存在独裁者。

定义9.15 (弱决定性联盟). 给定投票规则F，称非空集G ⊆ N是F对(x, y)的弱决定性联盟，若对

任意排序组合π，只要G中的成员恰好是x ≻ y 的所有赞成者，则社会排序F(π)中也有x ≻ y，

即x ≻F
π y。

若G是F对(x, y)的决定性联盟，则G也是F对(x, y)的弱决定性联盟。反过来是否成立呢？如

果F满足帕累托条件和独立性条件，则反过来不仅成立，而且我们还有如下更强的结论：

引理9.1. 设F是满足帕累托条件和独立性条件的线性投票规则。若G是F对(x, y)的弱决定性联盟，

则G是F的决定性联盟，即G是F对任意(x′, y′)的决定性联盟。

证明：设F是满足帕累托条件和独立性条件的线性投票规则。设G是F对(x, y)的弱决定性联盟，任

给(x′, y′)，我们证明G是F对任意(x′, y′)的决定性联盟。不妨设x′, y′与x, y均不相同（相同的情况类

似可证）。任给排序组合π，使得G中所有成员一致认为x′ ≻ y′，只需证x′ ≻F
π y′。考虑如下的排序

组合π′，其中

• G中的投票者认为：x′ ≻F
π y′；

• G之外的投票者认为：x′ ≻ x，y ≻ y′，y ≻ x，且对x′, y′的排序与π保持一致。

易见，G中中的成员恰好是x ≻ y的所有赞成者，由于G是F对(x, y)的弱决定性联盟，故x ≻F
π′ y。

由于在π′中所有人都认为x′ ≻ x且y ≻ y′，据帕累托条件有，x′ ≻F
π′ x且y ≻F

π′ y′，据社会排序的传

递性可得，x′ ≻F
π′ y′。注意到π与π′关于x′, y′的排序上是一样的，由独立性条件有，x′ ≻F

π y′，证

毕。现在我们可以证明下面的收缩引理了。

引理9.2 (收缩引理). 设F是满足帕累托条件和独立性条件的线性投票规则。若非单点集G是F的决

定性联盟，则G的某个真子集G′也是F的决定性联盟。

证明： 由于G是非单点集，故可将G拆分成两个不相交的非空子集G1和G2。考虑满足如下条件的

排序组合π（由于备选项超过两个，故可以做到）：

• G1中的投票者认为：x ≻ y ≻ z；

• G2中的投票者认为：y ≻ z ≻ x；

• G之外的投票者（如果有的话）认为：z ≻ x ≻ y。
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注意到G中所有投票者都认为y ≻ z，由G是F的决定性联盟可得，y ≻F
π z。现在分别考虑两种情况

（由于F(π)是完全的，故有且仅有两种情况）：

• x ≻F
π z。任给排序组合π′，使得G1中的成员在π′中恰好是x ≻ z的所有赞成者，由于

在π中G1中的成员也恰好是x ≻ z的所有赞成者，故由独立性条件可得，x ≻F
π′ z，这意

味着G1是F对(x, z)的弱决定性联盟，再据引理1有，G1是F的决定性联盟。

• z ≻F
π x。此时，据F(π)的传递性有y ≻F

π x。同理于情况1可证，G2是F的决定性联盟。

综上，总有G的真子集是决定性联盟，证毕➊。

9.7 吉伯德－萨特思韦特定理

19世纪80年代，投票选举理论的奠基人之一查尔斯·勒特威奇·道奇森Charles Lutwidge

Dodgson ➋ 开始关注对投票规则的研究，认为人们在投票时的行为更倾向于策略投票。个人出于

Ḁ种目的策略性的需要，通过谎报自己的真实偏好，使得决策结果往有利的方向变化。个人谎报其

真实偏好，可能会造成损人不利己的后果，选出对各方均不利的候选人，对公众权利产生不利影

响。为此有必要深入研究策略性投票对选举的操纵，以期设计出防止策略性投票的社会选择方法。

如果在投票选举时存在策略性投票，个人所表达的偏好偏离其真实偏好，研究学者有理由重新

审视阿罗不可能定理。20世纪70年代密歇根大学的阿兰·吉伯德Allan Gibbard 和西北大学的马克

·萨特思韦特Mark Satterthwaite分别独立ᨀ出两个几乎相同的定理，统称吉伯德－萨特思韦特定

理（Gibbard–Satterthwaite Theorem）防策略投票的不可能性定理，引起数学、经济学、计算机

科学和哲学等诸多领域学者的广泛关注。

定义9.16 (战略免疫性). 如果其他个体均真实披露自己偏好信息，某个特定个体只有真实显

示自己的偏好时社会选择对自己才最有利，则称对应社会选择规则可免于战略性投票操纵

（non-manipulable），即具有战战战略略略免免免疫疫疫性性性（strategy-proofness）。

定理9.3 (吉伯德－萨特思韦特定理). 在社会选择规则集合内不存在同时满足个人偏好无限制性、帕

累托有效性、非独裁性、传递性和战略免疫性五个基本公理的选择规则。

根据吉伯德─萨特思韦特定理，我们意识到非独裁性和战略免疫性两个属性可能存在内在矛

盾，任何合理的社会选择规则都难以两面兼顾：在所有可能的社会选择规则下，能够同时满足个人

偏好无限制性、帕累托有效性、传递性和战略免疫性的只有独裁规则。如果存在一个社会选择规则

兼具个人偏好无限制性、帕累托有效性、非独裁性和传递性，则它必定无法免于战略性投票操纵。

➊ Logic：阿罗不可能性定理的证明
➋ 查尔斯·勒特威奇·道奇森（1832–1898），笔名路易斯·卡罗尔Luis Carroll，英国数学家、《艾丽丝漫游奇境记》及续篇《爱丽丝镜

中奇遇》的作者。他天赋异禀，在几何学、线性代数、矩阵与逻辑学面都颇有研究，写出十多本数学著作，为线性代数与概率论两大领域

ᨀ供了新思路。
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许多社会选择方法满足一系列良好的公理性质，但是却免不了受到战略性投票的操控，总是存

在隐瞒自己真实偏好的个体，试图取得对自己有利的选举局面。人们无法设计出一个确保或诱使

所有个体能够道出其真实偏好（revelation principle）的社会选择机制。人们只能另辟蹊径，将目

光转移到社会选择战略性操纵复杂度的研究，通过增加战略性投票操纵的成本，以降低人们投出

违心选票的动机，比如20世纪90年代乔治亚理工学院教授约翰·巴托尔迪三世John Bartholdi III等

人[46, 41]的卓越工作，促进了计算社会选择的快速发展：以高计算复杂度阻止策略性投票操纵，

间接地迫使个体对其偏好做出真实的回应。由于选举操纵能够抑制部分个体耍诈，已然成为衡量一

个社会选择准则优劣性的一个指标。

9.8 梅定理

定义9.17 (匿名性). 如果集体选择的结果只依赖于各个个体的偏好与决策，与特定决策由具体谁做

出无关，则称此集体选择具备匿匿匿名名名性性性（anonymity），或称决策者是对称主体。

定义9.18 (中立性). 如果决策规则在任意两个备选对象之间是中立的，则称它具备中中中立立立性性性

（neutrality）。

定义9.19 (正向响应). 正向响应（positively responsive）

定理9.4 (梅定理May’s Theorem). 在集体选择的备选对象是二元的情况下，一种集体决策规则是简

单多数规则，当且仅当它满足匿名性、中立性和正向响应。

9.9 排名聚合

排名聚合（Rank Aggregation），也称数据融合（Data Fusion），源于投票选举问题，通过融

合多个来源的对象排名结果，从而更加准确地反映对象间的优先等级秩序。目前，排名聚合已经在

网络信息检索、统计检验、体育竞技排名等多个领域得到广泛应用，比如元搜索引擎接收用户ᨀ交

的检索词，同时向多个基本搜索引擎的发送检索请求，将多个基本搜索引擎的搜索结果聚合而形成

最终结果反馈给用户。

排名聚合的目标是从Π[n]中搜索一个理想的排列π̂，使得它和所有已知排名列表{π1,π2, . . .}保

持尽可能的一致，数学上等价于解一个优化问题：

π̂ = argmax
π∈Π[n]

∑

i

s(π,πi) = argmin
π∈Π[n]

∑

i

d(π,πi), (9.20)

其中s(π,σ)是衡量两个排名列表π和σ之间的相似性指标，d(π,σ)是由相似性指标s(π,σ)导出的Ḁ种

距离度量，如肯德尔Tau。

例9.6. 人们在使用搜索引擎检索信息时，比如提交检索词“health”，不同搜索引擎搜索并返回的

结果通常也不相同。目前，正常提供服务的搜索引擎不下于1,000个。2011年10 月22 日，我们使
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编号 网址 编号 网址

1 abcnews.go.com/health 8 www.cnn.com/HEALTH

2 en.wikipedia.org/wiki/Health 9 www.health.com

3 en.wikipedia.org/wiki/Health care 10 www.mayoclinic.com

4 health.yahoo.net 11 www.nytimes.com/pages/health/

5 health.gov 12 www.pacificprime.com

6 reuters.com/news/health 13 www.webmd.com

7 wiki.ask.com/Health

表 9.9: 九个搜索引擎检索关键词“health”的十三条搜索结果

搜索引擎 搜索结果 搜索引擎 搜索结果 搜索引擎 搜索结果

AOL ⟨9, 13, 10, 2, 8⟩ Bing ⟨2, 13, 4, 5, 11⟩ DuckDuckGo ⟨4, 13, 2, 1, 6⟩

Excite ⟨13, 2, 11, 4, 8⟩ Google ⟨2, 3, 9, 4, 12⟩ HotBot ⟨2, 13, 4, 8, 10⟩

Lycos ⟨2, 13, 4, 8, 10⟩ Teoma ⟨9, 13, 10, 7, 8⟩ Yahoo! ⟨13, 2, 4, 8, 10⟩

表 9.10: 九个搜索引擎检索关键词“health”的前5条搜索结果

用9个搜索引擎：AOL、Bing、DuckDuckGo、Excite、Google、HotBot、Lycos、Teoma和Yahoo!，分

别检索关键词“Health”，提取每个搜索引擎的前5条搜索条目汇集成13条搜索结果，如表9.9所示根

据字母顺序为搜索条目对应网址编号，表9.10是每个搜索引擎前5条搜索条目的排列结果。根据波

达计数法则对搜索条目进行评分，如表9.11所示，第2列至第14列是各个搜索引擎在对应搜索条目

上的评分，聚合排名的结果是

π = ⟨13, 2, 4, 8, 10, 9, 11, 3, 1/5/7, 6/12⟩,

其中a/b表示a和b评分相同，无法区分。如果我们预先对各个搜索引擎设定一个权值，比如

ω = {ωA, ωB, ωD ωE , ωG, ωH , ωL, ωT , ωY }

= {0.80, 0.98, 0.80, 0.80, 1.00, 0.85, 0.85, 0.88, 0.95},

重新计算加权评分，则有聚合排名结果

πω = ⟨2, 13, 4, 8, 10, 9, 11, 3, 5, 12, 7, 1, 6⟩.

9.9.1. 序对投票准则

设有n个候选人{1, 2, . . . , n}，每个选民都从中选出部分候选人并排列，所有选民的排列集合记

作Π。每个排列π ∈ Π反映一个选民对部分候选人的偏好，越是其喜欢的候选人在选票中的排名越

靠前。我们ᨀ出一种序对投票（pairwise voting, PV）准则，根据所有候选人组合在π 中的相对名
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Rank 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

A (0.80) 10 9 13 11 12

B (0.98) 13 11 10 9 12

D (0.80) 10 11 13 9 12

E (0.80) 12 10 9 11 13

G (1.00) 13 12 10 11 9

H (0.85) 13 11 10 9 12

L (0.85) 13 11 10 9 12

T (0.88) 10 9 13 11 12

Y (0.95) 12 11 10 9 13

TS 10 97 12 77 10 9 10 57 37 49 20 9 98

WTS 8.0 85.64 12.0 68.33 9.8 7.2 8.8 48.82 32.84 42.33 17.62 9.0 84.67

表 9.11: 波达排名与加权波达排名列表：首列括号内数值是各搜索引擎的权值，TS是各条目的总得

分（Total Score），WTS是各条目的加权总得分（Weighted Total Score）。

次进行评分。PV准则对所有没有入选π的候选人等同视之，则有π(i) = |π|+ 1。对于Ḁ个候选人组

合(i, j)，我们根据如下形式的序对投票准则构建序对评分矩阵V (π) ∈ Rn×n：

vπ(i, j) =
π(j)− π(i)

min{π(i),π(j)} . (9.21)

当π(i) < π(j)时，候选人i在π中的排名比j的排名靠前，则vπ(i, j) > 0；当π(i) > π(j)时，候选

人i在π中的排名比j的排名靠后，则vπ(i, j) = −vπ(j, i) < 0；当vπ(i, j) = vπ(j, i)时，则vπ(i, j) = 0。

由此可知，序对评分矩阵V (π)是一个反对称矩阵V (π) = −V T (π)。

每个候选人对应评分矩阵V的一行，如果计算序对评分矩阵的行和，则可以直接确定候选人从

单个选民排名列表中的综合得分。实际上，评分矩阵每个行元可以看作是一次比赛结果。如果比赛

胜利，则得分为正，比赛失利则得分为负。对于任意一个候选人i，它从Ḁ个选民排名列表π ∈ Π获

得的总分记作Vi(π)，则有

Vi(π) =
∑

1≤j≤n

vπ(i, j) =
∑

1≤j≤n

π(j)− π(i)
min{π(i),π(j)} . (9.22)

如果记Pi∗(π) = {1 ≤ j ≤ n,π(i) < π(j)}，P∗i(π) = {1 ≤ j ≤ n,π(j) < π(i)}分别对应π中排

到候选人i之后的候选人集合、排到候选人i之前的候选人集合，利用它改写上式，则有

Vi(π) =
∑

1≤j≤n

π(j)−π(i)
min{π(i),π(j)} =

∑
j∈Pi∗(π)

π(j)−π(i)
π(i) +

∑
j∈P∗i(π)

π(j)−π(i)
π(j)

=
∑

j∈Pi∗(π)

[π(j)
π(i) − 1

]
+

∑
j∈P∗i(π)

[
1− π(i)

π(j)

]
,

=
∑

π(i)+1≤k≤|π|

[
k

π(i) − 1
]
+ [n− |π|][ |π|+1

π(i) − 1] +
∑

1≤k≤π(i)−1

[
1− π(i)

k

]
.

(9.23)
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可以证明：Vi(π)是一个关于π(i)单调不增函数。当候选人落选π，π(i) = |π| + 1，前两部分都等于

零，则有

Vi(π) = |π|− π(i)
∑

1≤k≤|π|

1

k
. (9.24)

对于排在首位的候选人i，π(i) = 1，其分值V1(π) = m(2n−m− 1)/2。

我们根据PV准则确定每个选民排名列表产生的评分矩阵，通过行和运算获得每个候选人在各

个排名列表π所得综合评分。如果累积候选人在所有选民排列上的综合评分，从而可以算得其最终

投票得分

Vi =
∑

π∈Π

Vi(π) =
∑

π∈Π

∑

1≤j≤n

vπ(i, j) =
∑

π∈Π

∑

1≤j≤n

π(j)− π(i)
min{π(i),π(j)} , 1 ≤ i ≤ n. (9.25)

我们依据候选人最终投票得分进行排名。此外，如果我们拥有各个选民的权值信息ω，可以对聚合

评分进行加权处理，则有

Vi =
∑

π∈Π

ωπVi(π) =
∑

π∈Π

ωπ

∑

1≤j≤n

π(j)− π(i)
min{π(i),π(j)} , 1 ≤ i ≤ n. (9.26)

我们下面使用例9.6介绍PV准则，搜索条目{1, . . . , 13}对应13个候选人，9个基本搜索引擎：AOL、

Vi(πA) Vi(πB) Vi(πD) Vi(πE) Vi(πG) Vi(πH) Vi(πL) Vi(πT ) Vi(πY ) Vi

1 -8.7 -8.7 -0.1 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -69.68

2 -0.1 50.0 6.5 18.0 50.0 50.0 50.0 -8.7 18.0 233.72

3 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 18.0 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -51.60

4 -8.7 6.5 50.0 -0.1 -0.1 6.5 6.5 -8.7 6.5 58.43

5 -8.7 -0.1 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -69.68

6 -8.7 -8.7 -4.8 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -74.42

7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -0.1 -8.7 -69.68

8 -4.8 -8.7 -8.7 -4.8 -8.7 -0.1 -0.1 -4.8 -0.1 -40.80

9 50.0 -8.7 -8.7 -8.7 6.5 -8.7 -8.7 50.0 -8.7 54.30

10 6.5 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -4.8 -4.8 6.5 -4.8 -36.25

11 -8.7 -4.8 -8.7 6.5 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -59.22

12 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -4.8 -8.7 -8.7 -8.7 -8.7 -74.42

13 18.0 18.0 18.0 50.0 -8.7 18.0 18.0 18.0 50.0 199.30

ω 0.80 0.98 0.80 0.80 1.00 0.85 0.85 0.88 0.95

表 9.12: 序对投票准则下的搜索排名聚合

Bing、DuckDuckGo、Excite、Google、HotBot、Lycos、Teoma和Yahoo!构成评价搜索条目9个
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选民，分别产生一个等长度（|π| = 5）的搜索排名列表：

πA = ⟨9, 13, 10, 2, 8⟩, πB = ⟨2, 13, 4, 5, 11⟩, πD = ⟨4, 13, 2, 1, 6⟩,

πE = ⟨13, 2, 11, 4, 8⟩, πG = ⟨2, 3, 9, 4, 12⟩, πH = ⟨2, 13, 4, 8, 10⟩,

πL = ⟨2, 13, 4, 8, 10⟩, πT = ⟨9, 13, 10, 7, 8⟩, πY = ⟨13, 2, 4, 8, 10⟩.

依据PV评分准则，我们可以计算每一个搜索条目从9个排名列表得到的评分。如表9.12所示，第9个

搜索条目在Google给出的搜索排名列表中排在第3位，它从中可以得到的分值为

V9(πG) =
∑

4≤k≤5

[k
3
− 1
]
+ (13− 5)(

5 + 1

3
− 1) +

∑

1≤k≤2

[
1− 3

k

]
= 6.5.

如表9.12最后一列所示，利用PV评分准则得到的聚合排名列表为

π = ⟨2, 13, 4, 9, 10, 8, 3, 11, 1, 5/7, 6, 12⟩.

如果使用例9.6中ᨀ供的搜索引擎权向量ω（见表9.12末行数据），可以得到加权聚合排名

π = ⟨2, 13, 4, 9, 8, 10, 3, 11, 1, 7, 5, 6, 12⟩.

对比结果见图9.3，加权排名聚合结果是严格的不含平手项的聚合排名列表，加权结果破除了条

目5和7平手的局面，调整搜索条目8与10的相对位置。如果统计9个搜索引擎的搜索排名列表可以发

现，条目8排到条目10之前列表有4个，条目8排到条目10之后的只有2个，在其他列表都没有出现，

加权结果似乎更加合乎事实。

图 9.3: 序对投票准则下的搜索排名聚合（左）与加权排名聚合（右）
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第十章 排名收敛

传统数值迭代方法，如牛顿法、高斯-赛德尔方法、超松弛迭代、雅克比方法和幂法，大多根

据相邻迭代结果之间偏差界作为判定迭代收敛而终止迭代计算的准则，我们称其为数值收敛准则

（convergence in value）。

在网页搜索领域，PageRank是影响搜索引擎排名的一个重要因素，计算网页PageRank分值的

方法有多种，幂法是其中应用最广泛的一种，关于PageRank的研究论文达上万篇➊，然而绝大多数

关于PageRank 分值的计算都是基于数值收敛准则。由于PageRank主要应用在网页排名，相比精

确分值而言，我们更关心的是各个网页的排名顺序。

Peserico和Pretto在[47, 48]首次正式给出迭代排名算法的ϵ-排名收敛（convergence in rank）

直观性的定义，并ᨀ出一些开放性的问题，比如数值收敛与排名收敛是否存在强关联性，链接图的

类型对两种收敛准则的影响等。本文旨在解决此类开放性问题，首先从“序”的概念出发，定义一

种基于序稳定性的收敛准则，再从数学上严格证明序稳定性与数值稳定性之间的联系。我们将序稳

定性收敛准则应用到PageRank算法的计算，从而大幅ᨀ升网页排名计算的性能。

定义10.1 (排列模式). 对于一个长度为n的排列π = π1π2 . . .πn，其中πi表示排列中的第i个数。比

如，在排列π = 391867452中，π1 = 3，π9 = 2。如果排列π存在一个子列（不必连续）与排列σ具

有相同的相对序关系，则称π包含σ，排列σ称作π的一个模模模式式式（pattern），并记作σ ≤ π。由于排

列π = 391867452中含有子列（91674, 91675, 91672），则称它含有模式σ = 51342。每个子列都称

作σ的一个复复复本本本 （copy）或出现一次σ。由于π不包含一个长度为4的递增序列，可以说它不包含模

式1234。

定义10.2 (序关系). 对于非空集合A上的二元关系≺，如果

1. 对任意的a ∈ A，都有a ≺ a，则称它满足自自自反反反性性性（reflexive）；

2. 对任意的a, b, c ∈ A，只要a ≺ b, b ≺ c，都有a ≺ c，则称它满足传传传递递递性性性（transitive）；

3. 对任意的a, b ∈ A，只要a ≺ b, b ≺ a，都有a ≺ a，则称它满足反反反对对对称称称性性性（anti-symmetric）；

4. 对任意的a, b ∈ A，要么a ≺ b，要么b ≺ a，则称它满足完完完备备备性性性（complete）。

➊ 根据Google Scholar搜索结果，截止2013年03月26日下午16:30，标题中包含PageRank关键词的可下载PDF文献有10,800条。
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如果二元关系≺满足自反性和传递性，则称它是“预预预序序序”（pre-order）关系；如果还满足反对称性，

则称它是“偏偏偏序序序”（partial order）关系，A是“偏序集”（partial order set，poset）；如果还满足完

备性，则称它是“全全全序序序”（total order）关系，也称“线线线性性性序序序”（linear order）或“简简简单单单序序序”（simple

order）。

本文在不产生混淆的情况下，使用“序关系”表示n 维实向量，比如u = (u1, u2, . . . , un)T 各

元素（实数）之间的全序关系≤。

性质10.1. 实数集上的二元关系“<”是偏序关系，但不是全序关系；“≤”既是偏序也是全序关

系。

定义10.3 (排列).

定义10.4 (偏好关系).

定义10.5 (实数排列). 对于向量u ∈ Rn，对向量所有元素按照二元序关系≤进行排列，如果逐

次记录所有维度上的排名序构成一个新的向量，则称它是向量u的“序序序数数数列列列”，记作π(u)，符

号π(ui) ∈ R表示ui的序序序/排排排名名名，π−1
i (u)表示向量u按照“序关系”排在i位的元素，元素的数值越小

则“序”越大。假设以u的序数列为标准，我们称π(u)为“““理理理想想想序序序数数数列列列”””，相应的各个元素的序为

“““理理理想想想序序序”””。

定义10.6 (保序映射). 假设≺A和≺B分别是定义在集合A和B上的全序关系，f : A -→ B是从集合A到

集合B上的一个双射，对任意的x, y ∈ A，如果x ≺A y，则有f(x) ≺B f(y)，那么f称作是从集

合A到集合B的一个保保保序序序映映映射射射（preserving mapping）。

定义10.7. 如果向量u, v ∈ Rn满足
[
π(ui)− π(uj)

][
π(vi)−π(vj)

]
> 0, ∀1 ≤ i ̸= j ≤ n，则称u和v同同同

序序序，否则称两者逆逆逆序序序。如果存在函数f : Rn -→ Rn，使得f(u)与u同序，则称f是保保保序序序函函函数数数。

例10.1. 对于5维向量u = (0.2, 0.1, 0.6, 0.5, 0.3)T，则0.1 ≤ 0.2 ≤ 0.3 ≤ 0.5 ≤ 0.6，则π(u) =

(4, 5, 1, 2, 3)，而π(u5) = 3，π−1
2 (u) = 0.5。对于向量

v = (0.4, 0.2, 1.2, 1.0, 0.6)T , w = (0.3, 0.2, 0.7, 0.6.0.4)T

它们与u相互“同序”。由此可知，对于任意向量u，变换

f : ui -→ ui + a

g : ui -→ λui

其中，a ∈ R,λ > 0，则变换f, g都是保序的。

定义10.8 (序距). 对于任意的u, v ∈ Rn，π(u),π(v) ∈ Rn，如果δ : Rn × Rn -→ R满足如下性质：

1. 如果u和v同序，则δ(u, v) = 0；
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2. 如果u和v逆序，将v中元素随机排列构成集合V，对任意vα ∈ V，都有δ(u, v) ≥ δ(u, vα) ≥ 0；

3. 如果以π(u)为理想序数列，对任意的i < j < k，交换元素π−1
i (u)和π−1

j (u)的位置（序/排名），

得到uβ，交换元素π
−1
i (u)和π−1

k (u)的位置，得到uγ，保持其他元素的位置不变，则δ(u, uβ) >

δ(u, uγ)。

则称δ是u和v的序序序距距距（ordinal distance）。

定义10.9 (序稳定性与序收敛准则).
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第三部分

数据挖掘与机器学习
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数据挖掘，又称知识发现（Knowledge Discovery in Database, KDD），是一门交叉学科，包

括人工智能（Artificial Intelligence, AI）、机器学习（Machine Learning, ML）、模式识别（Pattern

Recognition）、统计学、数据库、可视化等技术，能够从数据源（如数据库、文本、图片、因特网

等）中揭示出隐含的，并有潜在价值的模式或规律的复杂过程。
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第十一章 回归分析

回归分析是一种监督型学习方法，从给定观测数据{xi, yi}ni=1中，训练出一个回归模型f(ω, x)，

建立起自变量x ∈ Rm与因变量y ∈ R之间潜在的因果关系。回归模型在观测数据集上的回归误差可

用于衡量模型对数据拟合的效果：

L(ω) = 1

n

∑

i

L(yi, f(ω, xi)) (11.1)

其中，L(y, f(ω, x))表示回归模型f(ω, x)的预测结果与因变量真实值y的偏差。一般地，偏差越大

则拟合效果越差。

为了实现对数据集的最佳拟合，我们通过最小化（规则化的）经验损失函数估计模型参数：

ω̂ = argmin
ω

L(ω) + λR(f) (11.2)

其中，第二项是规则化项，λ表示权衡因子，体现模型精度与模型复杂度之间的权衡。

如果回归模型是线性的，则称回归分析为线性回归。在训练回归模型时，如果使用的损失函数

或规则化项不同，则学习得到的回归模型亦不同，常见的损失函数有：

• 平方损失：

L(y, ŷ) = (y − ŷ)2 (11.3)

• 绝对值损失：

L(y, ŷ) = |y − ŷ| (11.4)

• 0− 1损失：

L(y, ŷ) = I(y ̸= ŷ) (11.5)

• 合页损失（Hinge Loss）：

L(y, ŷ) = max(0, 1− yŷ) (11.6)

• 伯努利负对数损失（Bernoulli Negative Log-likelihood Loss）：

L(y, ŷ) = log(1 + e−yŷ) (11.7)

对于二元分类，伯努利负对数损失实际上就是0− 1损失的一个上界。
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如果损失函数是平方损失函数，对经验损失函数做Tikhonov 规则化，也就是R(f) = ∥ω∥22，

对应的回归分析方法称作岭回归 （Bridge Regression）；如果规则化项是R(f) = ∥ω∥1，则对应回

归分析方法称为Lasso[49]。

11.1 线性回归

1805年，法国数学家Adrien-Marie Legendre发明了最小二乘法（Least Squares Method），但

一直不为人知。1809年，德国数学家Carl F. Gauss在《天体运动论》一书中对最小二乘法做了介

绍，并于1829年从统计学的角度证明最小二乘法的优越性：最小二乘解在所有无偏估计中方差最小

（Gauss-Markov定理）。

给定一组数据S = {xi, yi}ni=1，其中xi ∈ Rm，yi ∈ R，假设目标值与输入值之间的关系可以用

下面的等式表示：

yi = f(ω, xi) + ϵi (11.8)

其中，ϵi表示误差项，可以捕获随机噪声。假设预测误差项ϵi服从均值为0，方差为σ2的正态分布

（高斯分布、钟形分布），并且相互独立（i.i.d），➊ 记作ϵi ∼ N(0,σ2)，那么它们的概率密度函数为

p(ϵi) =
1√
2πσ

exp
{
− ϵ2i

2σ2

}
. (11.9)

根据正态分布的性质可知

p(yi|xi; θ) =
1√
2πσ

exp
{
− (yi − f(ω, xi))2

2σ2

}
, (11.10)

可简记：yi|xi; θ ∼ N(ωTxi,σ2)。

我们使用最大似然估计，最大化对数似然函数

L(θ) = log
∏
i
p(yi|xi; θ),

=
∑
i
log 1√

2πσ
exp

{
− (yi−f(ω,xi))

2

2σ2

}
,

=
∑
i
log 1√

2πσ
− 1

2σ2

∑
i
(yi − f(ω, xi))2,

(11.11)

等价于最小化误差平方和：

min
ω

L(θ) =
∑

i

[
yi − f(ω, xi)

]2
,

从理论上证明了最小二乘法合理之处。假设回归模型是线性的，则有

min
ω

L(θ) =
∑

i

(yi − ωTxi)
2 = (y −Xω)T (y −Xω). (11.12)

目标函数是ω的一个凸函数，根据极值必要性条件可知

XTXω = XT y.

➊ 独立同分布：Independent and Identically Distributed，i.i.d
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我们可以证明，最小二乘法恒有且存在唯一解的充要条件是rank(X) = m。此时，最小二乘法有解

析解（Closed Form Solution）：

ω̂ = (XTX)−1XT y. (11.13)

根据最小二乘法的解析解，可以得到原始数据的预测值：

ŷ = Xω̂ = X(XTX)−1XT y = Hy, (11.14)

其中，矩阵H = X(XTX)−1XT = XX†仿佛是在给y戴顶帽子，故又名帽子矩阵（Hat Matrix）。

X† ! (XTX)−1XT称作矩阵X的伪逆矩阵（Pseduo-inverse Matrix）。

最小二乘估计量ω̂对真实参数ω的近似程度，能够反映回归模型的估计效果，通常使用均方误

差（Mean Square Error, MSE）度量二者的近似程度

MSE(ω̂) = E(∥ω̂ − ω∥2) = E((ω̂ − ω)T (ω̂ − ω)). (11.15)

可以证明

MSE(ω̂) = E(∥ω̂ − ω∥2) = σ2
∑

i

1

λi
, var(∥ω̂ − ω∥2) = 2σ4

∑

i

1

λ2
i

, (11.16)

其中，λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm > 0是正定矩阵XTX的特征值。如果输入样本矩阵X的列存在复共线

时，则XTX的最小特征值λm → 0，从而1/λm →∞，造成均方误差与误差方差增大，表明最小二

乘估计是不稳定的。

11.2 岭回归

20世纪70年代，统计学家Hoerl与Kennard[50]ᨀ出并系统发展岭回归（Bridge Regression）方

法，可以显著改善输入样本矩阵（也称设计矩阵，Design Matrix）列复共线时最小二乘估计的均

方误差，增强估计的稳定性。

原始线性回归模型的参数反映模型的复杂度，通过添加一个ℓ2−正则化项，可以建立下面形式

的优化模型

min
ω

∑

i

(yi − ωTxi)
2 + λωTω = (y −Xω)T (y −Xω) + λωTω (11.17)

根据极值必要性条件可以确定解析解形式

ω̂ = (XTX + λI)−1XT y, (11.18)

利用ℓ2−正则化项训练得到的线性回归模型又称岭回归，正则化因子λ > 0也称Tikhonov规

则化常量，可以控制XTX最小特征值对岭估计量ω̂ 的扰动，保证了它的稳定性。岭估计ω̂ =

(XTX + λI)−1XT y是λ的函数，在二维坐标平面上以横轴表示λ，纵轴表示岭估计，绘制的曲线称

为岭迹。通过分析岭迹的变化趋势，可以选择出最佳的λ。
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11.3 Lasso

在统计数据建模流程中，首先会从高维的自变量（特征）空间中选出一组最能解释因变量的子

集，ᨀ高模型的解释能力和预测精度，这个子集选取的过程就是模型选择，也称变量选择或特征选

择。标准的模型选择问题

min
ω∈Rm

1

2
∥y −Xω∥22 + λ∥ω∥0 (11.19)

对所有可能的变量（特征）子集做最小二乘估计，属于蛮力搜索（Brute-Force Search），计算复杂

度过高。研究人员另辟新径，通过其他方法间接求解，如Lasso回归算法，将非凸的ℓ0范数替换成

凸的ℓ1范数

min
ω∈Rm

1

2
∥y −Xω∥22 + λ∥ω∥1 (11.20)

Lasso回归算法与标准模型选择问题在权衡因子λ的选择上面临相同的问题：若选择的值偏小，则

会有大量无关的变量入选，损害模型的性能；若选择的值偏大，则变量的选取具有倾向性。

1996年，Robert Tibshirani [49]发明了Lasso算法（Least Absolute Shrinkage and Selection Oper-

ator），通过收缩模型因子选择变量子集构造稀疏模型，拟合具有复共线性（特征间存在相关性）

的数据。2004年，Tibshirani的恩师Bradley Efron [51]ᨀ出最小角回归（Least Angle Regression，

LAR），从理论上建立前向分步回归与Lasso算法的等价性，并建立同Boosting的联系，把Lasso的

计算复杂度降低至最小二乘法水平，开辟了稀疏模型选择研究的新方向。2007 年，Friedman等

人 [52] 利用逐路径坐标下降法（Pathwise Coordinate Descent）将Lasso问题的求解推向极致。

2013年，Bogdan等人[53]ᨀ出一种新的变量选择方法，称作有序Lasso算法。不仅计算速度快，而

且权衡因子能随模型系数的稀疏度适应地调整，可用于处理大型分类与排序问题。它将标准

的ℓ1−规则化项换成“有序ℓ1范数”形式：

min
ω∈Rm

1

2
∥y −Xω∥22 +Rλ(ω) (11.21)

其中规则化项

Rλ(ω) =
m∑

i=1

λi|ω|(i) (11.22)

参数λ1 ≥ · · · ≥ λm表示权衡因子，|ω|(i)表示|ω|中第i个最大的元素，值越大则权衡因子越大（惩罚

力度越强）。当λ各个元素相等时，则有序Lasso算法即普通Lasso算法。

11.4 最小角回归

11.5 前向逐步回归

11.6 有序回归
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11.7 保序回归

假设集合G是一个有序坐标集

G = {y ∈ Rn | y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn} (11.23)

给定输入向量x ∈ Rn与输入权值向量ω ∈ Rn，如果向量ŷ ∈ G满足单调性，即

ŷ = argmin
y∈G

∑

i

ωi(xi − yi)
2 (11.24)

就称它是x的保序回归（Isotonic Regression）或单调回归（Monotone Regression）。

假设符号 "是集合X上定义的一种序关系，f : X -→ R，ω是X上的一种加权模型，保序回归

可以归结为下面形式的二次规划问题

ĝ = argmin
g∈G

∑

x∈X

ω(x)[f(x)− g(x)]2 (11.25)

其中，

G = {g | g(x) ≤ g(y), x " y, ∀x, y ∈ X} (11.26)

保序回归是一种加权最小二乘估计方法，可以看做是在内积
∑
i
ωi(xi − yi) 下，x在G 上的投

影。保序回归问题存在一个最著名的PAVA（Pool Adjacent Violators Algorithm）[54, 55]迭代算

法，复杂度是O(n)。
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第十二章 分类

给定训练集S = {xi, yi}ni=1，xi ∈ Rm 是样本特征向量，yi ∈ C = {c1, c2, . . . , cκ}是样本类

别。分类的目标是寻找一个决策函数f : Rm -→ C，准确预测未知样本的类别标记。如果类别集

合C 只含两个类（κ = 2），则称此问题为二元分类（Binary Classification）；如果集合含多种分类

（κ > 2），则称其为多元分类（Multiclass or Multinomial Classification）➊。分类算法通过最小化

训练集上的Ḁ种形式的损失函数，搜索最优的模型参数，建立分类模型，从而能够预测未知数据

样本的类别。二元分类算法最原始发展也最成熟，研究人员已经ᨀ出大量性能各异的二元分类模

型（如支持向量机、逻辑回归等）。对于多元分类问题，除可以直接应用的决策树、神经网络与贝

叶斯方法，人们经常使用两种基本策略：OvR （One v.s. Rest）与OvO （One v.s. One，也称All

Pairs或All v.s. All），将多元分类转化为多个二元分类问题来处理。

1. OvR策略：对每个类别c ∈ C训练出一个能够区分类别c与其他类别的二元分类器fc。在训练

模型时，可以将类别c的样本作为正例，其他类别的样本作为负例，使用二元分类算法训练出

对应二元分类器fc，则我们可以从训练集中训练得到κ个二元分类器。在分类时，我们可以根

据二元分类器在训练集上正确估计对应类别正例样本的比例作为此分类器正确分类的置信度，

并将置信度最高的类别赋给样本：

ŷ = argmax
c∈C

Pr[fc(x) = c].

在计算置信度时，由于潜在的类别不均衡，我们应当使用对应类别样例的数目做相应调整。

2. OvO策略：对C中任意两个类别cs与ct，且cs ̸= ct，训练一个能够两者的二元分类器fst =

−fts。在训练模型时，只要选择对应两个类别的样本，cs类作正例ct类作负例，则我们可从训

练集中习得κ(κ− 1)/2个二元分类器。在分类时，我们可以使用投票方法，各分类器根据预测

值投票给预测类别，并以得票最多的类别作为测试样本的类别：

ŷ = argmax
cs∈C

∑

ct∈C
fst(x).

➊ 多元分类与多标签分类（Multilabel Classification）[56]容易混淆，前者输出的是标量，后者输出的是一个向量，因此又称传统的分类

为单标签分类。由于分类的模糊性，各个类别之间不可能是完全独立的，每个样本都可能存在多个类标，多标签分类的目标即在于此，它

是一个崭新的研究领域，在多个领域都有应用，与排序问题也有紧密联系。
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12.1 KNN算法

K近邻算法（K-Nearest Neighbors），简称KNN，形式上最简单而理论上最成熟，由Tomas

Cover与Peter Hart于1967年联合ᨀ出[57]。给定一组已经标记类别的数据样本集合，对于新样本，

KNN算法根据新样本与已标记数据集中各样本之间的距离，搜索距离最近的K个样本，利用多数

表决确定其类别。KNN存在三个基本要素：K值的选择、距离度量及分类决策准则。

KNN要处理大量的近邻搜索问题，也即最近点对问题（Closet Pair Problem）。最直接的实现

方法是线性扫᧿所有训练数据，排序选择出距离最近的近邻，复杂度达到O(n2)。为了ᨀ高搜索效

率，我们可以考虑使用特殊的结构存储训练数据，以减少搜索排序的次数，比如广泛使用的kd树

（k-dimensional tree）方法[58]，可以将复杂度降至O(n log k)。

KNN最大的一个缺陷是多数表决确定类别的策略：如果样本数据服从偏态分布（Skewed

Distribution）➊，则可能有部分类别的样本占有绝对优势，根据多数表决确定的新样本类别属于偏

置类别的概率偏大。

12.2 贝叶斯分类

贝叶斯分类是一种基于概率的分类算法，广泛应用于机器学习、模式识别、自然语言处理等问

题。它利用贝叶斯定理计算给定样本属于各个类别的概率值，选择后验概率最大的类赋予测试样

本。朴素贝叶斯分类（Naı̈ve Bayesian Classification）属于贝叶斯分类中最简单的一种，常用于处

理文本分类问题。在Ḁ些场景，朴素贝叶斯分类算法足以和决策树、神经网络分类算法相媲美，速

度快且精度高，适合处理海量数据的分类问题。

朴素贝叶斯分类算法存在两个基本假设：预测分类依赖于所有的特征变量，而且特征变量之

间彼此相互独立。给定训练数据集{(xi, yi)}ni=1，样本的输入特征xi ∈ Rm，目标类别yi存在K种取

值C = {c1, c2, . . . , cK}。给定待定类别的数据样本x = (z1, z2, . . . , zm)，朴素贝叶斯算法的基本思想

是确定数据样本x属于各个类别的后验概率p(y = ck|x)，然后将最大后验概率值所对应的类别作为

测试样本x的类别。

根据贝叶斯定理，特征变量之间的独立性假设，我们改写后验概率并整理可得：

p(y = ck|x) =
p(y = ck)p(x|y = ck)

p(x)
=

p(y = ck)
m∏
j=1

p(zj |y = ck)

p(x)
. (12.1)

对于同一个测试样本，公式中分母部分对最终结果没有影响，直接免于计算。我们由此可以确定如

下形式的朴素贝叶斯分类器：

ĉ = argmax
c∈C

p(y = c)
m∏

j=1

p(zj |y = c) = argmax
c∈C

[
log p(y = c) +

m∑

j=1

log p(zj |y = c)
]
. (12.2)

➊ 相对于正态分布而言，所有分布有偏的都可以称作偏态分布
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我们下文使用一个具体实例，介绍朴素贝叶斯在实际场景中的应用：文本语种分类。

在朴素贝叶斯分类中，特征属性划分的重要性显而易见。对于离散型特征属性，类别条件概

率p(zj |y = ck)可以直接根据训练数据集在各个类别上的分布状况进行统计。对于连续型特征属性，

可以假设对应特征服从正态分布N(µjk,σjk)，并直接使用概率密度函数估计类别条件概率

p(zj |y = ck) =
1√

2πσjk
exp

(zj − µjk)2

2σ2
jk

, (12.3)

其中类别均值µjk和类别标准差σjk都是在类别为ck的部分训练数据集上估计所得。此外，我们也可

以对连续特征属性按值分段，进行离散化处理。

如果测试样本在一个类别下的Ḁ个特征属性划分不存在，则有p(z|y) = 0，对应的类别条件概

率p(z|y) = 0，这种现象称作零概率问题，会大大降低分类器的准确性。研究人员为此对类别条件

概率的计算进行修正，诸多方法中最古老的一种是拉普拉斯平滑（Laplace Smoothing），亦称“加

一平滑”：

p(zj |y = ck) =
tjk + 1

n∑
i=1

I(yi = ck) + |sj |
, (12.4)

其中，tjk表示类别为ck的训练数据中第j个特征值为zj （或落在对应区间划分）的样本数目，

|sj |表示第j个特征的取值数目（离散型）或划分区间的数目（连续性）。此外，在词性标注中使用

的Good-Turning平滑算法也不错。

对于文档分类问题，类别条件概率的计算则根据词频进行计算。多项式模型根据下式计算分类

条件概率

p(zj |ck) =
tjk + 1∑

zi∈V
Tik + |V | (12.5)

其中，tjk表示单词zj在类别为ck的训练文档集中的词频总数，V表示训练文档集词典，|V |表示词

典大小。在伯努利模型（Bernoulli Model）下，文档类别的先验概率p(y = ck)定义为“训练文档

集类别为ck的文档比例”，而分类条件概率则定义为如下形式的数学公式：

p(zj |ck) =
tjk + 1

n∑
i=1

I(yi = ck) + 2
(12.6)

这里，tjk表示类别为ck的训练文档集含有单词zj的文档数目（文档频率），V表示训练文档集词典。

文档每个特征对应一个单词，只有两个值{0, 1}，分母部分含有一个值为2的加法项。

12.3 标签传递算法

标签传递算法（Label Propagation Algorithm, LPA）是一种经典的半监督分类算法，其核心

思想是构建一个基于标签平滑性假设的图。标签传递算法利用相似度刻画数据间疏密关系，假设相

似性高的数据节点标签相似，则可通过图的网络结构将标签信息从带标签的数据节点传递至无标
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签的数据节点。由于算法简单易于实现，复杂度低且分类效果显著，已经被广泛应用于图像与文本

分类、社区发现等领域。

在保证已标注数据标签不变的前ᨀ下，每个节点的标签根据相似度传递给相邻节点，根据相邻

节点的标签更新自己的标签，并且节点间相似度越高，则相邻节点对标签的影响权值越大，实现相

似节点的标签趋于一致。

假设数据集X = {x1, . . . , xl, xl+1, . . . , xl+u}，其中(x1, y1), . . . , (xl, yl)表示已标记数据，YL =

{y1, . . . , yl}是类别标签；(xl+1, yl+1), . . . , (xl+u, yl+u)表示未标记数据，YU = {yl+1, . . . , yl+u}是待

标记或待预测的数据标签，xi ∈ Rd, i = 1, 2, . . . , l+ u。为简单起见，我们取n ! l+ u。一般地，未

标记数据量远大于带标记数据量，即有l ≪ u。此外，假定W ∈ Rn×n 表示数据节点间的相似性矩

阵，且有wii = 0。标签传递算法将数据集X中的所有数据作为节点，以数据间的相似性作为边的权

值，我们可以构造出数据集X上的一个带权值的无向图G = (V,E)。

12.4 逻辑回归

逻辑回归（Logistic Regression），又称Logit回归，常用于预测一个事件的几率（odds）➊。逻

辑回归本质上等价于一个简单双层神经网络，输出层使用Sigmoid做激活函数。如果将逻辑回归

扩展至多元分类，则称作SoftMax 回归；如果扩展到序列数据，它就是条件随机场（Conditional

Random Fields, CRF）。对于二元分类问题，设正例标记为c，负例记作c，逻辑回归模型直接对后

验概率P (Y |X; θ)建模，有如下形式的概率表示：

P (c|x; θ) =
[
1 + e−f(x;θ)

]−1
, (12.7)

对应一个Sigmoid函数h(z) = 1/[1 + e−z]，单调递增且函数值始终落在(0, 1)区间。由于变量Y只有

两个取值c与c，则有

P (c|x; θ) =
[
1 + ef(x;θ)

]−1
. (12.8)

假设c, c ∈ R，且c < c，我们可以统一变量Y的后验概率分布的形式

P (y|x; θ) = P (c|x; θ)I(y=c)P (c|x; θ)I(y=c). (12.9)

当我们使用不同编码组合表示两个类别时，相应概率分布的形式也略有不同。

• 当c = 1，c = 0时，则P (y|x; θ) = P (c|x; θ)yP (c|x; θ)1−y 正是伯努利分布B(P (c|x; θ)) ➋。

• 当c = 1，c = −1时，则P (y|x; θ) = [1 + e−yf(x;θ)]−1，模型更为简洁。

➊ “几率”，也称“发生比”。一个事件的几率是指该事件发生的概率与该事件不发生的概率的比值。如果事件发生的概率是p，那么该

事件的几率为odds = p/(1 − p)，该事件的对数几率（log odds）称作logit函数logit(p) = log[p/(1 − p)]。

➋ 伯努利分布，也称两点分布或0 − 1分布，如果变量X服从伯努利分布，如投掷硬币时头像朝上还是图案朝上，变量取值只有两种：0

或1，设变量X取值为1的概率是p，则其概率分布为P (X = x) = px(1 − p)1−x。
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假设训练样本彼此相互独立，根据输出变量Y的条件概率分布，我们可以建立对数似然函数

L(y1, . . . , yn|x1, . . . , xn; θ) = log
∏

i

P (yi|xi; θ) = log
∏

i

P (c|xi; θ)
I(yi=c)P (c|xi; θ)

I(yi=c), (12.10)

然后利用最大似然方法估计模型参数。为了搜索最优的模型参数，我们先计算对数似然函数的梯度

∇L =
∑
i

[
I(yi = c)∇ logP (c|xi; θ) + I(yi = c)∇ logP (c|xi; θ)

]
,

=
∑
i

[
I(yi = c)− P (c|xi; θ)

]
∇f(xi; θ).

(12.11)

目前，确定最优模型参数的方法有很多，如梯度法、牛顿法、拟牛顿法等。最方便的是梯度法，直

接根据批量（或随机）梯度上升法更新模型参数，累积所有样本损失执行一次性更新或每次随机选

取单个样本并执行，具体如下：

θ ← θ +

⎧
⎪⎨

⎪⎩

η
∑
i

[
I(yi = c)− P (c|xi; θ)

]
∇f(xi; θ), 批量梯度上升,

η
[
I(yi = c)− P (c|xi; θ)

]
∇f(xi; θ), 随机梯度上升.

(12.12)

为了避免逻辑回归模型出现过拟合，我们可以为对数似然函数L添加一个规则化项，则有

L(y1, . . . , yn|x1, . . . , xn; θ) = log
∏

i

P (c|xi; θ)
I(yi=c)P (c|xi; θ)

I(yi=c) − λR(θ),λ > 0.

如果决策函数是线性模型f(x; θ) = θTx，则有∇f(xi; θ) = xi以及

∇L =
∑

i

[
I(yi = c)− P (c|xi; θ)

]
xi + λ∇R(θ).

注解12.1. 我们在应用逻辑回归模型进行二元分类时，当P (y = c|x; θ) > 0.5时，判定样本x是正例，

反之则判定其为负例。由于Sigmoid函数是单调递增，实际计算时只要根据真实决策函数f(x; θ)的

符号即可对样本分类：当f(x; θ) > 0时，则样本x属于正例，反之属于负例。如此，逻辑回归模型

本质上是一个简单的线性模型。对决策函数f(x; θ)做Sigmoid变换，其根本目的在于能够在分类时

同时估计分类的可可可信信信度度度。逻辑回归模型线性或非线性的认定是由决策函数f(x; θ) 的形式所决定。

逻辑回归模型可以处理非线性可分问题，主要体现在决策平面f(x; θ) = 0的形式上。此外，我们可

以证明

log
P (y = c|x; θ)
P (y = c|x; θ) = f(x; θ).

为了解决实际应用中出现的大量多元分类问题，研究人员将原始逻辑回归模型从二元分类推广

至多元分类问题，并称其SoftMax回归。SoftMax回归模型与二元逻辑回归模型相似，在对数据样

本分类的同时还能估计样本在各个类别上的置信度。它基于“非相关目标独立性”（Independence

of Irrelevant Alternatives, IIA）假定，使用κ− 1个二元逻辑回归模型，实现κ类预测。如果我们选

择类别cκ的预测值作为基准，可产生如下κ− 1个独立的二元回归模型：

log
P (ct|x;Θ)

P (cκ|x;Θ)
= f(x; θt), 1 ≤ t ≤ κ− 1, (12.13)
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从而可使用cκ的预测值表示其他类别的预测P (ct|x;Θ) = P (cκ|x;Θ)ef(x;θt)，根据概率分布的基本

性质
∑

1≤t≤κ
P (ct|x;Θ) = 1，可推导出后验概率分布

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

P (cκ|x;Θ) =
[
1 +

∑
1≤s≤κ−1

ef(x;θs)
]−1

,

P (ct|x;Θ) = ef(x;θt)
[
1 +

∑
1≤s≤κ−1

ef(x;θs)
]−1

, 1 ≤ t ≤ κ− 1,
(12.14)

其中Θ = (θ1, . . . , θκ−1)表示所有决策模型的参数集。在训练集上构建对数似然函数

L(y1, . . . , yn|x1, . . . , xn;Θ) = log
∏
i
P (yi|xi;Θ) =

∑
i
logP (yi|xi;Θ)

=
∑
i
log

∏
1≤t≤κ

P (yi|xi;Θ)I(yi=ct) =
∑

1≤t≤κ

∑
i
I(yi = ct) logP (yi|xi;Θ),

(12.15)

然后使用梯度法、牛顿法或L-BFGS法等迭代优化算法，搜索最大化对数似然函数的模型参数Θ̂。

12.5 线性判别分析

线性判别分析（Linear Discriminant Analysis, LDA）的思想是搜索恰当的投影方向，使得不

同类别的训练样本数据投影到低维空间后，类别相同的数据保持集中，类别不同的数据尽量分散。

线性判别分析的基本思想可追溯到统计学家Ronald Fisher[59]，常用于维数约减和分类预测问题。

12.5.1. 线性判别分析与二次判别分析

假设训练集含有n个训练数据样本{(xi, yi)}ni=1，样本输入xi ∈ Rm，类别yi ∈ C = {c1, . . . , cK}。

如果按照类别划分训练数据可产生K个子集。如果记样本x的条件密度函数为

pk(x) = P (X = x|Y = ck)

类别先验概率记作

pk = P (Y = ck)

根据贝叶斯公式则有后验概率

P (Y = ck|X = x) =
pk(x)pk
p(x)

.

如果使用后验概率作为判别模型，则可以预测未知输入x的类别

ĉ = argmax
c∈C

P (Y = c|X = x) = argmax
c∈C

pk(x)pk.

假设X|Y = ck ∼ N(µk,Σk)，则有

pk(x) =
1

(2π)m/2|Σk|1/2
exp

{
− 1

2
(x− µk)

TΣ−1
k (x− µk)

}
.
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由于条件密度函数含有指数项，我们可以对pk(x)pk取对数并忽略常数项，则有

f(x;µk,Σk) = log[pk(x)pk] = −
1

2
log |Σk|−

1

2
(x− µk)

TΣ−1
k (x− µk) + log pk. (12.16)

它是输入x的二次函数，由此称作二次判别函数（Quadratic Discriminant Function）。假设所有

类别的协方差矩阵相同，即对任意的1 ≤ k ≤ K，都有Σk = Σ。我们可以从二次判别函数约减

掉− 1
2 log |Σ|和xTΣ−1x，舍弃因子项，从而可以确定一个关于输入x的线性函数

f(x;µk,Σ) = µT
kΣ

−1x− 1

2
µT
kΣ

−1µk + log pk.

称作线性判别函数（Linear Discriminant Function），参数(µk,Σ)可由最大似然估计方法确定。

12.5.2. 费希尔判别分析

从维数越减的角度来看，线性分类模型f(x;ω, b) = ωTx+ b是通过将m维输入映射到一维空间，

根据一维空间上的预设阈值判断输入x的类别。由于从高维向低维映射多数情况下会造成不同类别

的输入数据在一维空间产生重叠。为了降低重叠性，研究人员设计出一个离散度指标

J(ω) =
ωTSBω

ωTSWω
(12.17)

其中SW称作类内离散度矩阵，SB称作类间离散度矩阵，定义如下
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

SW =
K∑

k=1
pkΣk,

SB =
K∑

k=1
pk(µk − µ)(µk − µ)T .

(12.18)

其中，pk = nk/n表示类别ck在所有样本中所占比例，µk表示类别为ck的所有样本输入均值，µ表

示所有数据样本的输入特征均值，Σk表示类别为ck 的所有样本协方差。假设Ik表示训练集中类别

为ck的所有样本指标集，则有
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µk =
∑
i∈Ik

xi/|Ik|,

Σk =
∑
i∈Ik

(x− µk)(x− µk)T ,

µ =
n∑

i=1
xi/n =

K∑
k=1

|Ik|µk/n.

(12.19)

为了确保训练数据集在一维空间上“类间离散程度最大，类内离散程度最小”，只要最大化离散度

指标J(ω)，等价于解下面含有约束条件的优化问题

max ωTSBω

s.t. ωTSWω = 1.
(12.20)

根据KKT条件可知

SBω = λSWω, (12.21)
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如果将指标J(ω)分子分母同时乘以λ，则有

J(ω) =
λωTSBω

ωTλSWω
=
λωTSBω

ωTSBω
= λ. (12.22)

假设类内离散度矩阵SW是可逆的，则有

S−1
W SBω = λω,

参数λ是矩阵S−1
W SB的特征值，ω是对应特征向量。由于SB是正定矩阵，可以将其分解成对角形

SB = UΛUT ⇒ S
1
2
B = UΛ

1
2UT ,

从而有

S
1
2
BS

−1
W S

1
2
B(S

1
2
Bω) = λ(S

1
2
Bω)

成立，最大化指标J(ω)等价于解正定矩阵S
1
2
BS

−1
W S

1
2
B的最大特征值λ和对应的特征向量S

1
2
Bω。

费希尔线性判别法普遍存在两个基本问题：（1）对于小样本数据，类内离散度矩阵通常是不可

逆的；（2）秩限制问题，即对于K分类问题最多只能ᨀ取K − 1个最优判别向量。

12.6 纠错输出编码

1995年，Thomas Dietterich和Ghulum Bakiri设计ᨀ出一种解决多元分类的集成算法：纠错输

出编码（Error Correcting Output Codes）。

12.7 感知器算法

如果训练集是二元线性可分的C = {−1, 1}，定义线性分类模型：

f(x) = sgn(ωTx+ b) (12.23)

理想情况下，对所有的训练样本i = 1, . . . , n，都有等式f(xi) = yi成立，分类错误率为零。

1957年，Frank Rosenblatt [60]发明了一种在线学习算法：感知器算法（Perceptron Algorith-

m），可视为最简单的单层前馈式神经网络模型。当模型产生错误分类（∃i, s.t. f(xi) ̸= yi）时，即

时对参数做相应调整。算法每次迭代都需要遍历整个训练集，直到模型可以将样本完全区分开来，

它仅适用于线性可分的数据集，不能处理线性不可分问题。

我们根据超平面旋转角的变化，证明感知器算法能够持续改善模型的分类效果，并且在有限步

内就能够达到收敛状态。

定理12.1 ([61]). 假设存在ρ > 0与(ω0, b0)，满足不等式

yi(ω
T
0 xi + b0) ≥ ρ, i = 1, . . . , n (12.25)

则对任意的收敛率η > 0，算法最多经过(b20 + 1)(u2 + 1)/ρ2次迭代收敛。其中，u = max
i
∥xi∥2。
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Algorithm 2感知器算法
Input: 训练集S = {xi, yi}ni=1，学习率η

• 选择初始权重向量ω = 0，阈值（偏置）b = 0

repeat

for i = 1, . . . , n do

1. 计算：f(xi) = sgn(ωTxi + b)

2. 更新参数：

ω ← ω + (η/2)(yi − f(xi))xi

b ← b+ (η/2)(yi − f(xi))
(12.24)

end for

until对任意的i = 1, . . . , n，都有f(xi) = yi

Output: 分类模型f : x -→ sgn(ωTx+ b)

证明：假设当前迭代的参数状态为(ωt, bt)，存在错误分类的样本(xi, yi)，令ft(xi) = sgn(ωT
t xi+bt)，

则yi − ft(xi) = 2yi且yi(ωT
t xi + bt) < 0，进行参数更新：

ωt+1 = ωt + (η/2)(yi − ft(xi))xi

bt+1 = bt + (η/2)(yi − ft(xi))
(12.26)

分析参数更新引发的(ωt, bt)与(ω0, b0)内积变化：

(ωt+1, bt+1)T (ω0, b0) = (ωt, bt)T (ω0, b0) + (η/2)(yi − ft(xi))(xi, 1)T (ω0, b0)

= (ωt, bt)T (ω0, b0) + ηyi(xT
i ω0 + b0)

≥ tηρ

(12.27)

以∥(ωt, bt)∥2的变化情况：

∥(ωt+1, bt+1)∥22 = ∥(ωt, bt) + (η/2)(yi − ft(xi))(xi, 1)∥22
= ∥(ωt, bt)∥22 + η2∥(xi, 1)∥22 + 2ηyift(xi)

≤ ∥(ωt, bt)∥22 + η2∥(xi, 1)∥22
≤ ∥(ωt, bt)∥22 + η2(u2 + 1)

≤ tη2(u2 + 1)

(12.28)

由此，我们可以跟踪两者之间的夹角变化：

1 ≥ cos θ =
(ωt+1, bt+1)T (ω0, b0)√
∥(ωt+1, bt+1)∥2(b20 + 1)

≥ ρ
√
t√

(u2 + 1)(b20 + 1)
(12.29)

可以证明，感知器算法可持续改善分类效果，它最多迭代(b20 + 1)(u2 + 1)/ρ2次到达收敛状态。

感知器算法每次迭代至少需要更新一次，涉及到的计算量是O(m)，根据最大迭代次数，则感

知器算法的计算复杂度为O((b20 + 1)(u2 + 1)mn/ρ2)。
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根据感知器的收敛性定理，可知ρ是个关键的量，不仅决定了分类模型对正、负例的分隔程度，

还对算法收敛速度产生重要影响。

定义12.1 (函数间隔[62, 63]). 假设f : Rm -→ R是用于分类问题的一个假设，则称

ρf (x, y) = yf(x) (12.30)

是能够对输入特征向量x正确分类的“函函函数数数间间间隔隔隔”（Functional Margin）。记

ρf = min
i
ρf (xi, yi) (12.31)

为整个训练集上的“最最最小小小间间间隔隔隔”。

根据间隔的定义，由于间隔越大则分类假设做出的预测越可信，并且对模型参数、训练样本的

微小扰动不敏感，我们因此更期望假设模型产生大间隔（Large Margin），由此可以展开对“大间

隔”范畴的分类模型进行研究。

12.8 大间隔分类器

“大间隔”（Large Margin）对分类算法设计和理论分析的作用，远比粗糙的训练误差更加重

要，已成为处理分类问题的一个重要工具。不同类型的分类方法，如SVM、ANN和Boosting都与

“间隔”概念存在千丝万缕的联系，从而能够基于“大间隔”对它们进行统一的分析。

“大间隔”分类算法就是要寻找能够最大化最小间隔的假设模型，可归结为如下优化问题：

f̂ = argmax
f∈F

ρf = argmax
f∈F

min
i

yif(xi) (12.32)

其中，F表示假设空间。

假设模型f是一个标准化的线性模型：

f(x) =
ωTx+ b

∥ω∥ (12.33)

它的最大间隔就是要寻找最优的(ω̂, b̂)使得

(ω̂, b̂) = argmax
ω,b

min
i

yi(ωTxi + b)

∥ω∥ (12.34)

仿照下确界（arg inf x = argmax
ρ

min x ≥ ρ）的定义，将其转化为等价的约束优化问题：

(ω̂, b̂, ρ̂)

= argmax
ω,b,ρ

ρ s.t. yi(ω
T xi+b)
∥ω∥ ≥ ρ, i = 1, . . . , n

= argmax
ω,b,ρ

ρ s.t. ∥ω∥ = 1, yi(ωTxi + b) ≥ ρ, i = 1, . . . , n

(12.35)
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对于第一个等式，令ρ∥ω∥ = 1，则它等价于下面的优化问题：

min
ω,b

1
2∥ω∥

2

s.t. yi(ωTxi + b) ≥ 1, i = 1, . . . , n
(12.36)

它就是最原始的支持向量机（Support Vector Machine, SVM）模型，其中有效约束（Active

Constraints）上的点称作支持向量，支持向量的个数一般很少，因此支持向量机是由少数训练样

本决定的，支持向量与最优超平面的距离称作最大间隔ρ̂ = 1/∥ω̂∥。

定理12.2 (最大间隔分离超平面的唯一性). 若训练集线性可分，则能够将训练集中所有样本准确区

分的最大间隔分离超平面存在并且唯一。

证明： 存在性：由于训练集线性可分，则优化问题(12.36) 存在可行解。由于目标函数存在下界，

最大间隔分离超平面的存在性显然，记作(ω̂, b̂)，并且满足∥ω̂∥ ̸= 0。唯一性：假设存在两个最优

解(ω̂1, b̂1)和(ω̂2, b̂2)，则∥ω̂1∥ = ∥ω̂2∥，则有ω̂1 = ±ω̂2。若令ω = (ω̂1 + ω̂2)/2, b = (b̂1 + b̂2)/2，显

然(ω, b)是问题的可行解。分析∥ω∥与∥ω̂1∥之间的关系可知

∥ω̂1∥ ≤ ∥ω∥ ≤
1

2
∥ω̂1∥+

1

2
∥ω̂2∥ = ∥ω̂1∥

从而可得ω̂1 = ω̂2。下面证明b̂1 = b̂2，设x+
1 , x

+
2是两个有效约束正例数据点，x−

1 , x
−
2 是两个有效约

束负例数据点，则有ω̂Tx+
i + b̂i = 1, ω̂Tx−

i + b̂i = −1, i = 1, 2，那么b̂1 − b̂2 = − 1
2 [ω̂

T (x+
1 − x+

2 ) +

ω̂T (x−
1 − x−

2 )]。由于

ω̂Tx+
1 + b̂1 ≥ 1 = ω̂Tx+

2 + b̂2

ω̂Tx+
2 + b̂2 ≥ 1 = ω̂Tx+

1 + b̂1

(12.37)

所以ω̂T (x+
1 − x+

2 ) = 0，同理可以证明ω̂T (x−
1 − x−

2 ) = 0，所以b̂1 = b̂2，证毕。

在实际问题中，由于数据中包含大量的噪声，数据集是不可分的，最大间隔模型可能根本就不

存在。为此，研究人员[64, 65]给每个样本引入一个松弛变量，学习最大软间隔模型：

min
ω,b

1
2∥ω∥

2 + C
n∑

i=1
ξi

s.t. yi(ωTxi + b) ≥ 1− ξi
ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(12.38)

我们将在下节重点介绍支持向量机模型。
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第十三章 支持向量机

支持向量机（Support Vector Machine, SVM）[66, 65]是解决非线性分类和回归问题的一

个强有力的工具，它以统计学习理论[67, 68, 69, 70] 的VC维理论和结构风险最小化为基础，借

助Mercer核展开定理和优化理论，通过非线性映射，把样本空间映射到一个高维特征空间（再生

核希尔伯特空间，Reproducing Kernel Hilbert Space，RKHS），寻找二元分类空间中具有最大间

隔的可分离超平面。一般地，在高维特征空间上学习会增加模型的复杂度，然而借助于核技巧，可

以避免“维数灾难（Curse of Dimensionality）”➊ 对模型训练的负面影响。

SVM根据有限的样本信息在模型的复杂性和学习能力之间寻求平衡，以期获得最好的泛化能

力（Generalization Ability），可以出色地解决小样本、非线性、高维度和局部极小点等实际问

题，成为机器学习中的研究热点之一。如今，已经在时间序列预测、人脸识别、手写数字识别、语

音识别以及网页分类等问题中得到广泛应用。

13.1 统计学习理论

统计学习理论（Statistical Learning Theory，SLT）[70]是由前苏联科学家Vladimir Vap-

nik和Alexey Chervonenkis ➋ 在20世纪60年代至90年代期间建立的一套机器学习理论，尝试从统

计的视角解释学习过程。统计学习理论主要内容包括下面四个方面：

（1） 一致性理论：基于经验风险最小化准则，研究统计学习的一致性条件；

（2） 泛化能力控制理论：基于一致性条件，研究泛化界的问题；

（3） 非渐进理论：基于泛化界，研究小样本归纳推理准则和收敛速率问题；

（4） 学习模型构造理论：研究构造具有高泛化能力与强收敛性质的模型或算法。

其中，最具有指导意义的是泛化界，与之相关的核心概念是VC维。

➊ 维数灾难最早是由Bellman在1961年ᨀ出的一个概念，用于᧿述以下事实：许多在低维空间表现良好算法在高维空间上可能不可行。
➋ 为了纪念Vladimir Vapnik和Alexey Chervonenkis两位科学家的杰出贡献，统计学习理论也称“VC理论”。按照Michael Jordan 的说

法，机器学习两个热门的研究方向，一个是频率学派的统计学习理论，一个是贝叶斯学派的图模型。
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13.2 VC维

VC维（Vapnik-Chervonenks Dimension）是统计学习理论的一个核心概念，定义为算法能够

碎化的最大点集或样本数目，用于度量分类模型的容量（Capacity）。VC维越大，表明模型越复

杂，其容量越大。在介绍VC维之前，需要了解一下碎化集（Shattered Set）的概念。

定义13.1 (碎化集). 给定集合类A和有限集S = {x1, . . . , xn}，如果对于任意U ⊂ S，都存在A ∈ A，

使得A ∩ S = U，则称A能够碎碎碎化化化（Shattering）集合S，并且S的幂集可以表示如下：

2S = {A ∩ S | A ∈ A}. (13.1)

根据碎化集的定义，可知A = {(a, b) | a ≤ b}能够碎化S = {x1, . . . , xn}, xi ∈ R：对于S的任意

子集U = {x01, . . . , x0m}，假设su = min{x0j}mj=1，sv = max{x0j}mj=1，则有A = (su, sv) ∩ S = U。

定义13.2 (生长函数). 对于集合类A，其子集大小可以使用生生生长长长函函函数数数（Growth Function，也称“碎

化因子”）来度量。每个A都对应多个生长函数，其中第n个生生生长长长函函函数数数可由下式给出：

s(A, n) = max
x1,...,xn

Ξ{A ∩ {x1, . . . , xn} | A ∈ A}, (13.2)

其中Ξ称作“势”（Cardinality，也称“基”），表示集合中元素的数目。由定义，通过变换A的集合

元素A确定的(A ∩ S) ⊂ S存在一个上界，即

s(A, n) ≤ Ξ(2S) =
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n. (13.3)

定义13.3 (VC维). 根据生长函数，集合类A的VC维定义如下：

VA = sup{n ∈ N|s(A, n) = 2n}. (13.4)

引理13.1 (Sauer引理). 假设集合类A的VC维有限，即VA <∞，则对任意的n ∈ N都有
⎧
⎪⎨

⎪⎩

s(A, n) ≤
VA∑
i=0

(
n
i

)
,

s(A, n) ≤ (n+ 1)VA .

定义13.4 (分类器的VC维). 假设F = {f : Rd → {0, 1}}是二元分类函数集，定义

A = {{x : f(x) = 0}× {1} ∪ {x : f(x) = 1}× {0}, f ∈ F},

则A的容量反映F的多样性。F的第n个生长函数定义为s(F , n) = s(A, n)，其VC维为VF = VA。

假设样本集合S = {x1, x2, . . . , xn}的势Ξ(S) = h，如果对所有n个样本按照正例、负例进行标

记，则最多有2h种可能的标记组合。如果对于每种标记组合，总存在分类函数f ∈ F能够将正确无

误地区分此组合下的正例和负例，我们就称函数集F 能够碎化样本集S。F 能够碎化的样本集的最
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图 13.1: 二维空间线性模型的VC维

大“势”就是其VC维度。它只要能够碎化一个势等于h的样本集，但无法碎化任意势等于h+ 1 的

样本集，那么F 的势就是h。

图例13.1左侧三个子图：对给定的三个点的点集，无论正负例如何分布，总存在线性模型可以

将其精确地分开，线性分类模型可以将此点集碎化。对于四个点的点集，线性模型无法将右侧子图

中分布的正负例精确分类，可以推断二维空间上的线性模型的VC 维等于3。根据生长函数可以推

断得到相同的结论：对于图中三个点的点集，线性模型的生长函数为s(F , 3) = 8 = 23，而对于四

个点的点集，生长函数为s(F , 4) = 14 < 24，故VF = 3。

目前尚无计算任意函数集VC维的通用理论，对于一些特殊的函数集，根据定义可以直接确定

它们的VC维。比如，n维空间上的线性模型的VC维是h = n + 1；正弦函数集{sin(ωx)} 的VC 维

是h = ∞。对于复杂的学习模型，比如人工神经网络，其VC维不仅与网络结构有关，还受学习算

法的影响，因此其VC维的确定更加困难。通过理论或实验计算VC 维是目前统计学习理论有待研

究的一个重要问题。

注解13.1. F俨然是S的克星，纵然S有那八十二般变化，F总有能人可以见招拆招，一准将其降住。

正所谓，道高一尺魔高一丈，S 唯有长叹：既生瑜何生亮，呜呼哀哉！F的法术等级（VC维）可以

根据其降服对手的最高等级（势）来确定：降服对手“势力”越强大，则其自身的等级越高。

13.3 期望风险与经验风险

假设X是输入向量空间，Y是输出向量空间，乘积空间Z = X × Y存在Ḁ种未知的概率分

布P (z) = P (x, y)，统计学习的目标是从假设空间F = {f : X → Y }中搜索一个最佳函数，使得期

望风险（Expected Risk）：

Rexp(f) =

∫

X×Y

L(f(x), y)p(x, y)dxdy (13.5)

最小，其中L表示损失函数。假设f̂是假设空间中能够对概率分布P (x, y)做最佳逼近的函数，那么

f̂ = arg inf
f∈F

Rexp(f). (13.6)
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由于概率分布P (x, y)未知，人们只能通过从未知分布中抽取样本集合S = {xi, yi}ni=1，间接估

计出期望风险，这种风险损失又称为经验风险（Empirical Risk）：

Remp(f) =
1

n

∑

i

L(f(xi), yi) (13.7)

机器学习模型大多是基于经验风险最小化展开：

f̂ = arg inf
f∈F

Remp(f) (13.8)

通常，经验风险最小化的模型可能过于复杂，比如参数过多，从而产生过拟合问题，不利于模

型泛化推广。模型过拟合是不稳定性的一种表现，训练数据集上的微小波动可能给最终训练得到的

模型造成根本性的变化。研究表明，确保模型的稳定性，则模型的泛化能力与一致性也能得到保

证。通过为经验风险增加一个正则化项，实际上限制了模型选择的范围，降低模型的复杂度，实现

结构风险最小化的目的。正则化一般是在经验风险的基础上添加惩罚项：

min
f∈F

1

n

∑

i

L(f(xi), yi) + λR(f) (13.9)

其中，R(f)表示正则化项，λ ≥ 0表示惩罚系数，反映对复杂模型选择的约束力度。

13.4 泛化界

统计学习理论系统地研究了经验风险Remp（训练误差）和实际风险Rexp（期望风险）之间的

关系，也即泛化界（Generalization Bound，也称“推广性的界”）。函数集F的VC维反映了集合中

函数的复杂程度，使用VC维可以确定函数f的泛化界。假设测试数据与训练数据独立同分布，F

是二元分类函数集，我们可以使用VC维预测二元分类模型f ∈ F测试误差的概率上界：

P

{
Rexp(f) ≤ Remp(f) + Φ(n/h)

}
≥ 1− η. (13.10)

其中，n是训练样本容量，h表示函数集F的VC维，

Φ(n/h) =

√
h[ln(2n/h) + 1]− ln(η/4)

n

表示置信范围（或置信误差），0 < η < 1表示置信度。

如果训练样本有限，VC维h越大，则模型越复杂，并且置信范围Φ(n/h)越大，导致期望风险

同经验风险之间的差别越大，从而产生常见的过拟合问题。在机器学习过程中，不仅要控制经验风

险，还要控制VC维度以缩小置信范围，实现期望风险最小化，从而取得良好的泛化能力。当无法

计算函数集的VC维时，可以采用交叉验证的方法，将样本集分为训练集和验证集，使用训练集样

本训练模型，用验证集做测试，并选择验证集上误差最小的模型参数作为训练结果。

泛化界是基于最坏情况下的结论，多数情况下都是松弛的，并且不同模型泛化界的比较只有属

于同一类函数集时才是有意义的。
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13.5 结构风险最小化

传统的机器学习方法，选择以经验风险最小化作为目标，可能在训练集上可以达到100%的准

确率，但是泛化能力却很弱，执行预测时出现很高的误差。在选择学习模型与算法的过程是在调整

置信范围，如果模型与训练样本匹配（h/n恰当），则可能会取得不错的效果。模型的选择根据经

验做出，过分倚重于“技巧”而缺乏理论指导。

统计学习理论给出一种具有指导性的策略：对函数集的子集，按照VC 维大小，即置信范

围Φ(h/n)的大小顺次排列，构成一个函数子集序列：

F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fm

h1 ≤ h2 ≤ . . . ≤ hm

(13.11)

从函数子集中搜索能够最小化经验风险与置信范围之和的子集，实现最小化期望风险，这种思想称

作结构风险最小化（Structural Risk Minimization），简称SRM准则。

实现SRM准则有两种思路：一是计算每个子集的最小经验风险，并从中选择经验风险与置信

范围之和最小的子集。这种思路计算开销巨大，不可取。二是设计一种特殊的函数集结构，使得每

个子集都能够取得最小的经验风险（训练误差为0），从中选择置信范围最小的子集。支持向量机正

是第二种思想的实现。

13.6 支持向量机分类器

对于一个包含n个样本的训练数据集

S = {xi, yi}ni=1

其中，xi ∈ Rm是样本特征向量，yi ∈ {−1, 1}是样本的类标。SVM模型就是求解下面的二次规划问

题：

min
ω,b,ξ

1
2ω

Tω + C
n∑

i=1
ξi

s.t. yi(ωTφ(xi) + b) ≥ 1− ξi
ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

(13.12)

其中，样本xi经由φ映射到高维特征空间，ω称作超平面法向量，b为超平面的截距，ξ表示松弛因

子，C > 0是ℓ1正则化项（Regularization Term）的惩罚系数。

引入拉格朗日乘子向量α,β ≥ 0，构造拉格朗日函数

L(ω, b, ξ,α,β) =
1

2
ωTω + C

n∑

i=1

ξi −
n∑

i=1

αi

[
yi(ω

Tφ(xi) + b)− 1 + ξi
]
−

n∑

i=1

βiξi (13.13)
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若记Θd(α,β) = min
ω,b,ξ

L(ω, b, ξ,α,β)，由于二次规划(13.12)具有强对偶性，存在全局最优解。一个解

是最优解的充要条件是Karush-Kuhn-Tucker条件成立。根据KKT最优解的平稳性条件
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∂L
∂ω = ω −

n∑
i=1

αiyiφ(xi) = 0

∂L
∂b = −

n∑
i=1

αiyi = 0

∂L
∂ξi

= C − αi − βi = 0

(13.14)

解得最优解ω̂, b̂, ξ̂： ⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ω̂ =
n∑

i=1
αiyiφ(xi)

n∑
i=1

αiyi = 0

αi + βi = C

(13.15)

将其代入拉格朗日函数，整理后得：

Θd(α,β) = L(ω̂, b̂, ξ̂,α,β) =
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjyiyjφ(xi)
Tφ(xj) (13.16)

与β完全无关，根据αi + βi = C，对偶可行性条件αi ≥ 0,βi ≥ 0，可得下面形式的对偶模型：

max
α

n∑
i=1

αi − 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjφ(xi)Tφ(xj)

s.t.
n∑

i=1
αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n

(13.17)

完全消除了松弛变量对模型的影响。假设对偶模型的最优解是α̂, β̂，根据KKT最优解的松弛互补条

件可得 ⎧
⎨

⎩
α̂i

[
yi(ω̂Tφ(xi) + b̂)− 1 + ξ̂i

]
= 0

β̂iξ̂i = 0
(13.18)

对任意的i = 1, . . . , n成立。由于β̂i = C − α̂i

• 当α̂i = 0时，β̂i = C，则ξ̂i = 0，yi(ω̂Tφ(xi) + b̂) ≥ 1

• 当0 < α̂i < C时，β̂i > 0，则ξ̂i = 0，yi(ω̂Tφ(xi) + b̂) = 1

• 当α̂i = C时，β̂i = 0，则ξ̂i = 1− yi(ω̂Tφ(xi) + b̂) ≥ 0，yi(ω̂Tφ(xi) + b̂) ≤ 1

SVM从训练集中选择一组特征子集，使得对特征子集的划分等价于对整个数据集的划

分，这组特征子集就被称为支持向量（Support Vector）。当α̂i = 0 时，对应的样本数据是内

部点，分类正确且远离最大间隔分类超平面；当α̂i = C时，对应的样本数据可能分类错误；

当0 < α̂i < C 时，yi(ω̂Tφ(xi) + b̂) = 1 对应的样本数据位于最大间隔边界上，属于支持向量。给

定α̂利用ω̂ =
∑
i
αiyiφ(xi)可以计算最优的法向量α̂与截距b̂。根据SVM模型在训练数据集上训练出
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一个最佳超平面分类模型：

f(x) = sgn(ω̂Tφ(x) + b̂) = sgn(
∑

i

α̂iyiφ(xi)
Tφ(x) + b̂) (13.19)

对于部分α̂i = C的样本可能分类错误，可应用于异常点检测问题[71]。

最大化分类间隔是控制泛化能力的一个举措，也是SVM的一个核心思想。根据统计学习理

论[72, 70]，在m维空间中，如果所有样本都分布在半径为r的超球内，则满足条件∥ω∥ ≤ z的指示函

数集f(ω, b) = sgn(ωTx+ b)的VC维h有如下上界：

h ≤ min {⌈r2z2⌉,m}+ 1 (13.20)

实际上最小化∥ω∥2的目标体现了最小化VC维上界的SRM准则，有利于选择一个泛化能力强的模

型。

13.7 核方法

1964年Aizermann等人 [73]在研究势函数方法时最先使用核方法，1992年Vapnik等人 [66]同时

利用核函数与最大间隔超平面，基于结构风险最小化原理ᨀ出SVM。核方法是SVM 成功的关键，

赋予SVM处理非线性问题的能力。在具体问题中，选择合适的核函数仍然存在许多实际困难。

定义13.5 (Gram矩阵). 假设K(x, y)是X × X上的一个对称函数，对于输入空间X上的一组向

量x1, . . . , xn，则称矩阵(K(xi, xj))n×n为函数K(x, y)关于向量组x1, . . . , xn的Gram矩阵。

定义13.6 (核函数与核矩阵). 给定输入空间X，对称函数K : X ×X -→ R，如果存在一个希尔伯特

特征空间H，及X到H的映射

φ : X -→ H (13.21)

使得任意x, y ∈ X，都有

K(x, y) = φ(x)Tφ(y) (13.22)

则称K(x, y)是X × X上的一个核核核函函函数数数，φ(x)为映射函数。对于X上的一组向量x1, . . . , xn，核函

数K(x, y)关于向量组x1, . . . , xn的Gram矩阵

K =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. . .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(13.23)

称作核核核矩矩矩阵阵阵，其中Kij = K(xi, xj)。
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对于给定的核函数K(x, y)，特征空间H和映射函数φ的选取并不唯一，可以取不同的特征空

间，即便是在同一个特征空间上也可以取不同的映射。通过核函数构造映射函数通常比较复杂，研

究人员ᨀ出一个重要的问题：不用构造映射函数φ(x)，能否直接判断一个给定的函数K(x, y)是不

是核函数？换而言之，函数K(x, y)满足什么条件时才能成为核函数？

定理13.1 (Mercer条件[74]). 对称函数K : X × X -→ R为正定核（或Mercer 核），当且仅当它

关于X上任意一组向量x1, . . . , xn的Gram矩阵K = [K(xi, xj)]n×n 都是半正定（Positive Semi-

definitive）矩阵。

证明：必要性：若K(x, y)是X ×X上的正定核，则存在映射φ : X -→ H，使得

K(x, y) = φ(x)Tφ(y), ∀x, y ∈ X,

那么，对于任意一组X上的向量x1, . . . , xn，我们可以根据正定核K(x, y)构造对应的Gram矩

阵K = [Kij ]n×n = [K(xi, xj)]n×n，对任意的ci ∈ R, i = 1, . . . , n，都有

∑

i,j

cicjK(xi, xj) =
∑

i,j

cicjφ(x)
Tφ(y) = [

∑

i

ciφ(xi)]
T [
∑

j

cjφ(xj)] = ∥
∑

i

ciφ(xi)∥2 ≥ 0 (13.24)

表明核矩阵都是半正定矩阵。

充分性：对于任意的xi ∈ X, i = 1, . . . , n，函数K(x, y)关于x1, . . . , xn的Gram 矩阵K =

[K(xi, xj)]n×n是半正定矩阵。我们使用构造性证明方法，通过三个步骤在函数K(x, y)的基础

上构造出一个希尔伯特空间H、输入空间X到希尔伯特空间H的一个映射φ：

1、向量空间：定义映射φ : x -→ K(·, x)，则对任意xi ∈ X,αi ∈ R, i = 1, . . . , n，可以定义线性组合

f(·) =
n∑

i=1

αiK(·, xi) (13.25)

构成集合S。由于集合S对加法和数乘运算封闭，因此构成向量空间。

2、内积空间：对S上的任意两个元素

f(·) =
n∑

i=1

αiK(·, xi), g(·) =
m∑

j=1

βjK(·, yj)

定义一个二元运算×：

f × g =
n∑

i=1

m∑

j=1

αiβjK(xi, yj)

可以证明运算×是空间S的内积，满足如下五个性质：

(cf)× g = c(f × g), (13.26)

(f + g)× h = f × h+ g × h, (13.27)

f × g = g × f, (13.28)

f × f ≥ 0, (13.29)

f × f = 0⇔ f = 0. (13.30)
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根据函数K(x, y)的对称性，容易证明前三个等式。由于

f × f =
n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjK(xi, xj)

根据Gram矩阵的半正定性可知等式右端非负，从而可证f × f ≥ 0。对于最后一个命题，充分性显

然，下面证明必要性。

由于S是向量空间，则对任意的λ ∈ R，若f, g ∈ S，则f+λg ∈ S。根据(f+λg)×(f+λg) ≥ 0，

展开可以得到一个关于λ的二次函数

f × f + 2λf × g + λ2g × g ≥ 0

由λ的任意性知

(f × g)2 ≤ (f × f)(g × g).

根据运算×的定义，对任意的x ∈ X都有

K(·, x)× f =
m∑

i=1

αiK(x, xi) = f(x),

从而有

f(x)2 = (K(·, x)× f)2 ≤ [K(·, x)×K(·, x)](f × f).

如果f × f = 0，则对任意的x ∈ X，都有f(x) = 0，那么f = 0。由此可以证明×是向量空间S的内

积，S为一个内积空间。为表述方便，我们统一记

fT g = f × g =
n∑

i=1

m∑

j=1

αiβjK(xi, yj).

3、完备的内积空间――希尔伯特空间：根据内积空间S定义的内积运算可以自然地诱导出范数

∥f∥ = (fT f)1/2

因此内积空间S也是一个赋范空间。根据泛函分析理论，对于不完备的内积空间S，一定可以完备

化成为希尔伯特空间（完备的内积空间）H。对于给定的函数K(x, y)，可以构造从X到某个希尔伯

特空间H的映射φ : x -→ K(·, x)，并且满足

K(·, x)T f = f(x), K(·, x)TK(·, y) = K(x, y)

则根据映射定义可知K(x, y) = φ(x)Tφ(y)，表明K(x, y)是X ×X上的核函数。

定义13.7 (正定核). 如果对称函数K(x, y)关于xi ∈ X, i = 1, . . . , n的Gram矩阵是半正定矩阵，则称

它是正定核。

推论13.1. 正定核的非负线性组合仍然是正定核。
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定义13.8 (再生核希尔伯特空间). 假设H是由函数f : X -→ R构成的希尔伯特空间，如果函

数K : X ×X -→ R满足再再再生生生性性性，对任意x ∈ X都有K(·, x) ∈ H，且对任意f ∈ H都有

f(x) = K(·, x)T f (13.31)

则称K是H的再再再生生生核核核。如果H = span{K(·, x), x ∈ X}（或Dirac泛函δx(f) = f(x)连续），Ā表示集

合A的闭包，则称空间H是再再再生生生核核核希希希尔尔尔伯伯伯特特特空空空间间间（Reproducing Kernel Hilbert Space, RKHS）。

定理13.2 (表示定理). Tikhonov正则化问题

min
f∈H

1

2

n∑

i=1

L(f(xi), y) +
1

2
λ∥f∥2K (13.32)

的解可以写作

f =
n∑

i=1

αiK(·, xi) (13.33)

的形式。其中，L(·, ·)是损失函数，∥ · ∥2K是正则化项，同输入空间X ×X上的核函数K(·, ·)有关。

假设核函数K(x, y)关于{x1, x2, . . . , xn}生成的核矩阵为K = KT，根据表示定理，任选一个向

量xj，都有

f(xj) =
n∑

i=1

αiK(xi, xj) = αTKj . (13.34)

其中，Kj表示矩阵K的第j 列。由内积定义，我们可以推断知

∥f∥2K = [
n∑

i=1

αiK(·, xi)]
T [

n∑

i=1

αiK(·, xi)] =
n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjK(xi, xj) = αTKα. (13.35)

如果假设损失函数L为平方差损失，则原始Tikhonov正则化问题可等价地写作

min
α∈Rn

1

2
∥Kα− y∥2 + 1

2
λαTKα, (13.36)

根据极值必要性条件有解

α = (K + λI)−1y. (13.37)

只要正则化因子λ选择恰当，就可以保证K +λI的非奇异/正定性。当使用线性核K(x, y) = xT y时，

则K = XTX，问题就转化为岭回归问题：

α = (XTX + λI)−1y (13.38)

Tikhonov正则化方法有助于控制模型的平滑性，避免欠拟合与过拟合问题。

在机器学习领域，常用的核函数有如下几种：

（1） 线性核函数（Linear Kernel）：K(x, y) = xT y

（2） 多项式核函数（Polynomial Kernel）：K(x, y) = (γxT y + r)d
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（3） 高斯径向基函数（Gaussian Radial Basis Function, RBF）：K(x, y) = e−∥x−y∥2/2γ2

（4） Sigmoid核函数：K(x, y) = tanh{−γxT y + r} ➊

根据核函数的性质，我们还可以组合多个核函数构成复杂的核函数。

利用标准二次优化技术训练SVM模型有诸多不便，存在模型复杂不易实现、核矩阵的存储与

计算开销大、训练速度慢等问题。为了解决训练速度问题，人们ᨀ出很多改进算法，包括块算法

（Chunking Algorithm）[72]、Osuna算法[75]、SMO算法[76]、SVMLight算法[77, 78]、Pegasos算

法[79]等。

13.8 块算法

由于支持向量机分类模型只与支持向量有关，同其他所有训练样本都无关，如果仅使用支持向

量作为训练集，可以训练得到一致的分类模型。1982年，Vladimir Vapnik与Samuel Kotz根据这

种思想ᨀ出了块算法（Chunking Algorithm）[72]。块算法将训练数据集分成两部分：工作样本集

与测试样本集，在工作样本集上应用二次规划优化算法，得到由支持向量表示的分类模型，再利用

它从余下所有样本中筛选出违反KKT条件的样本，并入支持向量构成新的工作样本集，然后重新

训练。根据这种分解策略，如果样本中支持向量数目很少，工作集样本的数目远小于总样本个数，

则可以节省大量的训练时间。在实际应用中，支持向量的数目可能很多，随着迭代的不断推进，工

作样本集的规模将逐渐扩大，增加了训练的负担。

13.9 Osuna分解算法

1997年，Edgar Osuna等人[80, 75]ᨀ出Osuna分解算法，在每次迭代训练时固定工作样本集

（工作集，Working Set）的规模，将非工作集上违反KKT 条件最严重的样本与工作样本集中的样

本进行等量交换，无论支持向量数目多大，都不会改变工作样本集的规模。由于Osuna算法涉及到

一个工作样本换出问题，换出的工作样本可能是一个支持向量，那么此算法的关键就在于选择一种

合适的样本换入换出策略，确保算法能够收敛并且快速地收敛到最优结果。

Osuna算法固定工作集的规模，并假设其规模足以包含所有的支持向量（αi > 0），同时又不

会超出计算机解决子问题的能力范围（内存、计算复杂度）。它将数据集分解成两部分：工作集B与

非工作集N，相应地乘子集也分成两部分，保持非工作集对应的乘子不变，在工作集上定义下面形

式的子问题：

max
αB

Θ(αB,αN )

s.t.
∑
i∈B

αiyi +
∑
i∈N

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i ∈ B

(13.39)

➊ tanh x = ex−e−x

ex+e−x
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根据工作集B与非工作集N，原问题的目标函数可以表示成下面的形式：

Θ(αB,αN ) =
[∑

i∈B

αi −
1

2

∑

i∈B

∑

j∈B

αiαjyiyjKij −
∑

i∈B

∑

j∈N

αiαjyiyjKij

]
+ (13.40)

[∑

i∈N

αi −
1

2

∑

i∈N

∑

j∈N

αiαjyiyjKij

]
. (13.41)

在子问题中，αB是所有工作集对应乘子构成的列向量，非工作集N上的乘子保持固定为常数，子

问题的目标函数可以将其忽略。子问题的规模与非工作集的大小、支持向量的数目无关。

定理13.3 (Osuna定理). 如果从工作集B中换出一个变量到非工作集N，则原问题的目标函数值不

变，原问题的新解也是子问题的可行解。如果非工作集N中存在一个违反KKT条件的变量，将其换

入到工作集B，则重新优化子问题后，原问题的目标函数值严格递增。

证明： 假设从工作集B中换出的样本为xv，则新工作集为B′ = B \ {v}，新的非工作集为N ′ =

N ∪ {v}，则有

Θ(αB,αN )

=
∑
i∈B

αi − 1
2

∑
i∈B

∑
j∈B

αiαjyiyjKij −
∑
i∈B

∑
j∈N

αiαjyiyjKij +
∑
i∈N

αi − 1
2

∑
i∈N

∑
j∈N

αiαjyiyjKij

=
∑
i∈B′

αi − 1
2

∑
i∈B′

∑
j∈B′

αiαjyiyjKij −
∑
i∈B′

∑
j∈N ′

αiαjyiyjKij +
∑
i∈N ′

αi − 1
2

∑
i∈N ′

∑
j∈N ′

αiαjyiyjKij

= Θ(αB′ ,αN ′)

(13.42)

表明原问题目标函数值不变。对于原问题的新解(αB′ ,αN ′)，满足子问题的等式约束

∑

i∈B′

αiyi +
∑

i∈N ′

αiyi =
∑

i∈B

αiyi +
∑

i∈N

αiyi = 0 (13.43)

且满足子问题的不等式约束，则新解αB′也是子问题的可行解。对于反向操作，我们可以得到相同

的结论。

对于非工作集N，如果存在违反KKT条件的样本xu，则它必然满足如下某个条件：
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

αu = 0, yu[ωT
u φ(xu) + b] < 1

0 < αu < C, yu[ωT
u φ(xu) + b] ̸= 1

αu = C, yu[ωT
u φ(xu) + b] > 1

(13.44)

将其换入到工作集B，显然不会改变原问题的目标函数值，并且原问题的新解对于新的子问题可

行。对于工作集B′上新的子问题

max
αB′

Θ(αB′ ,αN ′)

s.t.
∑
i∈B′

αiyi +
∑
i∈N ′

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i ∈ B′

(13.45)
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经过优化求解以后，必然有

Θ(αB,αN ) = Θ(αB′ ,αN ′) ≤ max
αB′

Θ(αB′ ,αN ′) (13.46)

能够逐步改善原问题的目标函数值。

Osuna算法将原问题分解为一系列子问题，通过求解所有子问题实现求解原问题的目的，它包

括三个基本步骤：

• 从数据集中任意固定数目的样本构成工作集B

• 优化求解定义在工作集B上的子问题

• 对于非工作集，如果存在违反KKT条件的样本xj，从工作集B中任选一个样本xi与之交换，并

优化求解新工作集B′ = B \ {xi} ∪ {xj}上的子问题

由于原问题与子问题都具有凸可行域，并且目标函数为凸二次函数，则目标函数有界，

Osuna算法一定可以在有限次迭代后收敛到全局最优解。Osuna算法与块算法的主要区别在于目标

函数的构成，Osuna算法包含全部训练样本（工作集与非工作集），目标函数在保持上次迭代结果

的基础上，优化新工作集上定义的子问题。块算法每次迭代直接设定工作集以外的拉格朗日乘子为

零，收敛效率低且目标函数值并非最优。

13.10 序列最小优化算法

1998年，微软研究院的John Platt[76]ᨀ出著名的序列最小优化算法（Sequential Minimal

Optimization，简称SMO），可以高效地训练线性SVM模型，易于实现和扩展，尤其适合处理大型

稀疏数据。SMO算法吸收Osuna算法的分治思想，将二次规划问题分解成一系列存在解析解的最

小子问题，通过子问题实现求解原始凸优化问题。2001年，Chih-Jen Lin[81]给出SMO算法严格的

收敛性证明。

如果我们将正定核K(x, y)引入到模型(13.17)，可以得到下面形式的凸优化问题：

max
α

Θ(α) =
n∑

i=1
αi − 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjKij

s.t.
n∑

i=1
αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n

(13.47)

每个拉格朗日乘子都对应一个训练样本，模型中的不等式约束条件构成典型的凸包。SMO算法

与Osuna算法类似，将原始数据集分解成两部分：工作集与非工作集，并且固定工作集的规模至最

小。当工作集降至只有一个变量时，根据等式约束条件，工作集对应的乘子变量直接固定，无法实

现优化子问题目标函数的目的。SMO算法将工作集固定为两个变量（|B| = 2），根据等式约束与变

量界的不等式约束，可以直接通过解析式优化子问题的目标函数。
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13.10.1. 解析方法：优化拉格朗日乘子对

假定当前满足全部约束条件的拉格朗日乘子向量αt，根据Osuna算法（或坐标上升法）的思

想，我们选定工作集为B = {i, j}。不失一般性，假设i < j，则非工作集为N = {1, 2, . . . , i− 1, i+

1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}。在下次迭代时，SMO算法保持非工作集当前状态不变，则目标函数变成

一个形式简单的二元二次函数：

Θ(α) = Θ(αt
1, . . . ,α

t
i−1,αi,αt

i+1, . . . ,α
t
j−1,αj ,αt

j+1, . . . ,α
t
n)

= αi

[
1− yi

∑
k∈N

αt
kykKik

]
+ αj

[
1− yj

∑
k∈N

αt
kykKjk

]

−αiαjyiyjKij − 1
2α

2
iKii − 1

2α
2
jKjj +ΘN

(13.48)

其中ΘN是只与非工作集N有关，但与αi,αj无关的常量。根据问题的约束条件，可行域被限定在矩

形区域[0, C]× [0, C]内的线段上

αiyi + αjyj = −
∑

k∈N

αt
kyk = αt

iyi + αt
jyj (13.49)

等式两端同时乘以yj可得

αj = αt
j + yiyj(α

t
i − αi). (13.50)

我们由此将原始的二元目标函数化为一元二次函数，从而获取解析形式的最优解。根据工作集中两

个变量的线性关系，以及变量的边界条件
⎧
⎨

⎩
0 ≤ αi ≤ C

0 ≤ αj ≤ C
(13.51)

可以确定变量αj的范围[L,H]：

• 当yiyj = 1时，αj = αt
j + αt

i − αi，则有

L = max{0,αt
i + αt

j − C}, H = min{C,αt
i + αt

j} (13.52)

• 当yiyj = −1时，αj = αt
j − αt

i + αi，则有

L = max{0,αt
j − αt

i}, H = min{C,αt
j − αt

i + C} (13.53)

对于单变量函数，根据极值必要性条件，令一阶导函数∇jΘ(α) = 0，可以算得Θ(α)的无约束最优

解

α̂j = αt
j +

yj(ei − ej)

Kii +Kjj − 2Kij
. (13.54)

它由两部分构成，第一部分为上次迭代结果，第二部分

∆j =
yj(ei − ej)

Kii +Kjj − 2Kij
(13.55)
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可以视为变量αj更新的步长，其中

ek =
[ n∑

l=1

ylα
t
lKkl + b

]
− yk, k = i, j (13.56)

表示模型的预测误差。从目标函数的凹凸性来看，一般地都有

∇2
jjΘ(α) = 2Kij −Kii −Kjj = −∥φ(xi)− φ(xj)∥2 < 0, (13.57)

表明目标函数在(−∞, α̂j)范围单调递增，在(α̂j ,∞)范围单调递减。由于可行域在[L,H]，则α̂j未必

是可行解。为确保目标函数的最优解可行，我们在边界L与H处作如下处理

αt+1
j =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

H, α̂j > H

α̂j , L ≤ α̂j ≤ H

L, α̂j < L

(13.58)

根据αi与αj的关系可以根据下式更新αt
i

αt+1
i = αt

i + yiyj(α
t
j − αt+1

j ). (13.59)

如果如果核函数不满足Mercer条件，则可能导致ηij = 2Kij −Kii −Kjj > 0。如果数据集中存

在多个相同的输入样本，可能出现ηij = 0。当ηij ≥ 0 时，需要在可行域线段上逐个验证，确定能

够给目标函数带来最大ᨀ升的位置。

如果α̂j是可行解，那么可以保证目标函数在更新后有所改善。如果α̂j不可行，根据边界确定

的可行解可能无法保证目标函数的改善，若没有改善，则恢复到上次迭代的结果，重新选择新的工

作集，确保目标函数随迭代次数的增加单调递增。

13.10.2. 启发式方法：选取拉格朗日乘子对

根据Osuna定理[75]，SMO算法只要在每一步迭代都能够选择优化两个工作样本，在优化前工

作集至少包含一个违反KKT条件的样本，就可以保证目标函数稳步ᨀ升。算法的收敛性也可以得

到保证。为了ᨀ高收敛的速度，SMO算法使用启发式的方式选择并联合优化两个工作样本αi与αj：

遍历整个样本空间，选出在一定阈值范围ϵ > 0内违反KKT条件的样本作为第一个工作样本αi；遍

历所有的非边界数据集，选择出最大化更新步长的样本作为第二个工作样本αj（如果非边界数据

集为空，则随机选择一个不同于αi的工作样本）。选择αi的工作计算密集，主要开销集中在对样本，

尤其是非边界样本上的KKT条件检验。

KKT条件是凸优化问题收敛的充要条件，当所有样本都满足KKT条件时，就说明算法已经收

敛，从而可以终止迭代。在具体实现时，对KKT 条件的检验都存在一定范围的误差ϵ > 0，只要样

本在阈值范围内满足KKT条件，都认定是样本满足KKT条件。此外，我们通过分析原问题与对偶

问题的对偶间隙，可以发现KKT条件的判定法则与最小化对偶间隙优化目标的一致性。
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假设原问题的最优目标函数值为p，对偶问题的最优目标函数值为d，人们称两者之间的差为对

偶间隙

δ = p− d

=
(
1
2ω

Tω + C
n∑

i=1
ξi
)
−
( n∑
i=1

αi − 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjKij

)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjKij −
n∑

i=1
αi + C

n∑
i=1

ξi

(13.60)

对于任意一个样本xi，我们从对偶间隙中分解出它的贡献

δi = αiyi

n∑

j=1

αjyjKij − αi + Cξi = αi(yigi − 1− yib) + Cξi (13.61)

其中，gi =
n∑

j=1
αjyjKij + b。根据KKT条件可知：

• 当αi = 0时，yigi ≥ 1（ξi = 0），则δi = 0

• 当0 < αi < C时，yigi = 1（ξi = 0），则δi = αi(yigi − 1− yib) = −αibyi

• 当αi = C时，yigi ≤ 1（ξi = 1− yigi ≥ 0），则δi = −bCyi

其中0 < αi < C对应的样本称作非边界数据点（Non-bound），如果样本xi违反了KKT条件：

• 当αi = 0时，yigi < 1（ξi > 0），则δi = Cξi > 0

• 当0 < αi < C时，yigi > 1（ξi = 0），则δi = αi(yigi − 1− yib) > −αibyi

• 当0 < αi < C时，yigi < 1（ξi = 1− yigi > 0），则δi = (C − αi)(1− yigi)− αibyi > −αibyi

• 当αi = C时，yigi > 1（ξi = 0），则δi = −bCyi + C(yigi − 1) > −bCyi

数据集中违反KKT条件的样本，会增大对偶间隙，进而影响到优化算法的收敛速度。在所有的数据

样本中，非边界数据点违反KKT条件的可能性最大，为此SMO算法从第二次迭代开始，在选择第

一个工作样本时，首先检测非边界数据集是否满足收敛条件。如果所有非边界数据均满足KKT条

件，则算法再检测整个数据集以确保所有样本均满足收敛条件。

SMO算法使用启发式的方法选择第一个优化变量αi后，在筛选第二个优化变量αj时，选择的

标准是希望αj发生足够大的变化。根据(13.55)可知：

αj = argmax
k ̸=i

|∆k| = argmax
k ̸=i

|ei − ek|
|ηik|

(13.62)

由于|ηik|牵涉到核矩阵的计算，时间开销较大，为此我们近似地选择优化|ei − ek|，即

αj = argmax
k ̸=i

|ei − ek| (13.63)
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13.10.3. 确定截距

每次迭代都要重新计算截距b，保证xi, xj满足KKT条件。当αt+1
i 在界内，即0 < αt+1

i < C时，

则根据KKT条件应当有yig
t+1
i = 1，两边同时乘以yi，整理可得：

yi = gt+1
i

=
n∑

k=1
αt+1
k ykKik + bt+1

= αt+1
i yiKii + αt+1

j yjKij +
∑
k∈N

αt
kykKik + bt+1

(13.64)

经过t次迭代后，模型在xi上的预测误差为

eti = gti − yi = αt
iyiKii + αt

jyjKij +
∑

k∈N

αt
kykKik + bt − yi (13.65)

从而可以确立截距的更新规则：

bt+1 = bt − eti − (αt+1
i − αt

i)yiKii − (αt+1
j − αt

j)yjKij (13.66)

类似地，对于处于界内的αt+1
j 同样有

bt+1 = bt − etj − (αt+1
i − αt

i)yiKij − (αt+1
j − αt

j)yjKjj (13.67)

当αt+1
i ,αt+1

j 同时处于界内时，以上两个结果相同。当二者均不在界内时，取两种结果的均值。

13.10.4. 算法加速

在更新截距时，需要预测误差，我们对所有非边界数据的预测误差建立缓存，以实现增量更新

的目的：

et+1
k − etk =

n∑
s=1

(αt+1
s − αt

s)ysKks + (bt+1 − bt

= (αt+1
i − αt

i)yiKki + (αt+1
j − αt

j)yjKkj + (bt+1 − bt)
(13.68)

当核函数为线性核时，Kij = xT
i xj，我们可以利用下式直接更新法向量ω：

ωt+1 = ωt + (αt+1
i − αt

i)yixi + (αt+1
j − αt

j)yjxj (13.69)

直接用于预测未知样本的类别，无需遍历整个样本空间作内积运算。

13.10.5. 终止条件

SMO算法终止条件可以是当所有训练样本均满足KKT条件，或者目标函数率小于Ḁ个阈值ϵ，

即
Θ(αt+1)−Θ(αt)

Θ(αt)
< ϵ (13.70)
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13.11 SVMLight

1999年，Thorsten Joachims[77, 78]改进Osuna算法，ᨀ出SVMLight算法。SVMLight算法将

训练样本分解成工作样本集B与非工作样本集N，并固定B的规模为一个偶数。在每次迭代中，首

先确定B，并求解关于B的二次规划问题，并保持N中的拉格朗日乘子固定。每次优化完成后，使

用N中违反KKT条件的样本替换B中的样本。

SVMLight算法对Osuna算法的改进主要反映在以下几点：1）使用最速可行下降法选择工作

集B。2）ᨀ出一种Shrinking启发式方法，估计出有界支持向量和非支持向量，有效降低二次规划

问题的规模。

13.12 LibSVM

SMO算法将工作样本集的规模将至两个，一个直接后果就是迭代次数的增加。此外，

SMO算法使用启发式方法选择工作集（拉格朗日乘子对），导致算法收敛速度缓慢。 2005

年，台灣國立大學Rong-En Fan 等人[82]将SVMLight算法的工作集选择策略应用到SMO算法

中，并应用Shrinking方法缩小工作集的搜索范围，ᨀ高搜索速度。基于改建算法，他们开发

的LibSVM[83, 84]已经成为一个重要的研究工具。

13.13 Pegasos

2007年，Shai Shalev-Shwartz等人[79, 85]设计了一种在线学习算法：Pegasos，全名Primal

Estimated sub-GrAdient SOlver for SVM，使用迭代的方式求解线性支持向量机中的优化问题。

Pegasos算法继承了在线学习算法的简洁与高效，最主要的是它可以保证收敛到最优解。

Pegasos改进了随机梯度算法，使用固定大小的工作集近似计算梯度值。在具体介绍算法之前，

我们首先证明一个命题。

定理13.4 ([86]). 训练无偏置线性支持向量机模型，需要求解下面形式的优化问题

min
ω,ξ

1
2∥ω∥

2
2 + C

n∑
i=1

ξi

s.t. yiωTxi ≥ 1− ξi
ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

(13.71)

与下面形式的无约束优化问题等价：

min
ω

L(S;ω) =
1

n

n∑

i=1

ℓ(yi,ω
Txi) +

λ

2
∥ω∥22 (13.72)

其中，L(S;ω)表示模型在数据集S上的经验损失，ℓ(y, ŷ) = max(0, 1− yŷ)为合页损失函数。
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证明： 对于集合U = {(xi, yi) | 1 − yiωTxi = ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n}，均满足问题(13.71)中的约束条

件。由于

ℓ(yi,ω
Txi) = max{0, 1− yiω

Txi} = ξi ≥ 0 (13.73)

最优化问题(13.72)可以写作：

min
ω,ξ

1

n

n∑

i=1

ξi +
λ

2
∥ω∥22 (13.74)

取λ = 1/(nC)，则与问题(13.71)等价。类似地，可以将最优化问题(13.71)写成问题(13.72)。

Algorithm 3 Pegasos算法
Input: 训练集S，迭代次数T，因子λ，子集大小m

• 选择初始权重向量ω1 ∈ B = {ω | ∥ω∥ ≤ 1/
√
λ}

for t = 1, . . . , T do

1. 随机抽样：St ⊆ S且|St| = m

2. 样本过滤：S+
t = {(x, y) ∈ St | yωTx < 1}

3. 更新学习率：ηt = (tλ)−1

4. 梯度下降更新：ω̂t = (1− 1/t)ωt + ηt
∑

(x,y)∈S+
t

(xy)/m

5. 超球面映射：ωt+1 = min
{
1, 1/[

√
λ∥ω̂t∥]

}
ω̂t

end for

Output: 模型f(ωT , x)

Pecasos算法在训练过程中，仅使用大小为m的部分数据集St，在此数据集上的经验损失：

L(ω, St) =
1

m

∑

(x,y)∈St

ℓ(y,ωTx) +
λ

2
∥ω∥22 (13.75)

由于损失函数是合页损失，那么第一项只有部分是有效的，取出其中损失大于零的样本构成集

合S+
t ，经验损失函数可重新写作：

L(ω, St) =
1

m

∑

(x,y)∈S+
t

(1− yωTx) +
λ

2
∥ω∥22 (13.76)

根据梯度下降法，利用其梯度

∇t = −
1

m

∑

(x,y)∈S+
t

(xy) + λωt (13.77)

对于最小化问题，可以使用下面的规则更新模型参数：

ω̂t = ωt − ηt∇t (13.78)
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整理得：

ω̂t = (1− ηtλ)ωt +
ηt
m

∑

(x,y)∈S+
t

(xy) (13.79)

Pegasos算法选择半径为r的超球面作为对参数的约束界是有依据的：优化模型(13.72)的最优

解在集合内。Pegasos算法的时间复杂度与数据集大小无关，适合用于大数据处理。实验表明，

Pegasos算法远优于Joachims的SVMPerf 算法[87]。

13.14 邻近支持向量机

2001年，Glen Fung与Oliv Mangasarian[88]ᨀ出一种新的简单分类器，称作邻近支持向量机

（Proximal Support Vector Machine，PSVM）。实际上，邻近支持向量机不属于支持向量机的范

畴，它利用训练数据集构造出的两个尽可能分离的平行邻近超平面，作为数据分类的标准：将数据

点的类别标记为距离两个邻近超平面最近的一个，每个超平面都是一类数据聚集的核心。近邻支持

向量机模型可以归结为如下形式的等式约束二次规划问题：

min
ω,b,ξ

1
2(ω

Tω + b2) + 1
2Cξ

T ξ

s.t. Λ(Aω + be) + ξ = e
(13.80)

其中，A ∈ Rn×m表示训练数据集（n个m维数据样本），Λ ∈ Rn×n 是一个对角元为数据类标的对

角矩阵，e ∈ Rn是元素都等于1的向量，两个邻近超平面通过目标函数中的ωTω + b2 项尽可能地隔

开。

我们引入拉格朗日乘子α，构造拉格朗日函数

L(ω, b, ξ,α) =
1

2
(ωTω + b2) +

1

2
CξT ξ − αT [Λ(Aω + be) + ξ − e] (13.81)

根据KKT最优条件，由参数的一阶导函数构成方程组

∇ωL = ω −ATΛα = 0 (13.82)

∇bL = b− eTΛα = 0 (13.83)

∇ξL = Cξ − α = 0 (13.84)

∇αL = Λ(Aω + be) + ξ − e = 0 (13.85)

由前三个等式建立ω, b, ξ与对偶变量α之间的关系

ω = ATΛα (13.86)

b = eTΛα (13.87)

ξ = C−1α (13.88)

(13.89)
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把它们带入最后一个等式可得

Λ(AAT + eeT )Λα+ C−1α = e (13.90)

为表示方便，我们记

H = Λ(A,−e) (13.91)

则有HHT = Λ(A,−e)(A,−e)TΛ = Λ(AAT + eeT )Λ，从而可得

α =
[
C−1I +HHT

]−1
e (13.92)

对于大型训练数据，计算矩阵HHT ∈ Rn×n逆运算量很大。为了降低计算复杂度，我们可以应

用Sherman-Morrison-Woodbury公式[89, 90, 91]：

α = C
[
I −H(C−1I +HTH)−1HT

]
e (13.93)

将矩阵逆的运算降低到(m+ 1)× (m+ 1)≪ (n× n)规模。
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第十四章 人工神经网络

人工神经网络（Artificial Neural Network, ANN），简称神经网络，是人们模仿生物大脑神经

工作机理，建立的一种结构化的动态进化模型。由于神经网络强大的表示、学习能力，已经成为一

种典型的机器学习技术，应用到各种学习任务，比如分类、回归等。

神经网络模型中，最基本的元素是神经元（Neuron），模拟的正是生物大脑神经元的行为。神

经元之间通过“突触（Synapse）”连通，以实现信息的交互传播。与生物神经元相似，神经网络

模型中每个神经元通过“突触”接收其他近邻神经元传递的信号，并对这些综合信号的刺激做出相

应的反应，比如为每个神经元设置一个固定的阈值或偏置量（Bias），若有效信号量超过这个阈值，

则输出1，否则输出0。

图 14.1: 三层神经网络

典型的神经网络，将神经元划分为三种类型：输入层（Input Layer）、隐藏层（Hidden

Layer）、输出层（Output Layer）。每一层都包含多个神经元。输入层主要是用于数据的传递入

口；输出层用于输出网络预测的结果；隐藏层是神经网络最吸引人的一层，是神经网络具有

强大模拟和学习能力的一个主要因素。图 14.1是一个典型的三层神经网络，包含n个输入神经

元，m个隐藏神经元，1个输出神经元。箭头方向表示前向传播路径，每一条路径代表一个“突

触”，“突触”的权值表示两相邻层神经元关系的重要程度。每个神经元都包含一个激活函数

（Activation Function）表示对输入信号的反应，常用的激活函数都是Sigmoid 类型，如Logistic函
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数，Hyperbolic Tangent函数等。

14.1 神经网络简史

1943年，心理学家Warren McCulloch和数理逻辑学家Walter Pitts[92]ᨀ出第一个用数理语言

᧿述大脑信息处理过程的计算模型（阈值逻辑或Mcculloch―Pitts神经元），并产生人工神经网络

研究的第一次分化：一个方向偏重于生物处理过程，另一个则偏重于神经网络在人工智能方面的

应用。1949年，心理学家Donald Hebb[93]ᨀ出突触联系可变假设，奠定了神经网络学习算法的

研究基础。1957年，Frank Rosenblatt[60] ᨀ出了著名的感知器模型，它是第一个完整的人工神经

网络，第一次把神经网络研究付诸工程实现，应用于模式识别、联想记忆等领域，一度有上百家

实验室投入研究，美国军方甚至认为神经网络工程比“原子弹工程”更重要，给予巨额资助，并

在声纳信号识别等领域取得一定的成绩。1960年，Bernard Widrow和Marcian Hoff[94] ᨀ出自适

应线性单元（ADAptive LINear Element, AdaLine），可用于自适应滤波、预测和模式识别，使

得人工神经网络的研究进入第一个高潮。1969年，Marvin Minsky和Seymour Papert[95]指出单

层感知器表示能力有限，无法处理线性不可分的问题，如异或判断，而多层感知器又过于复杂，

按照当时计算机的处理能力根本无法实现。神经网络的研究受此影响，进入长达10年的萧条期。

1982年，Teuvo Kohonen[96]总结大脑神经细胞的自组织特性、记忆方式以及神经细胞兴奋刺激的

规律，ᨀ出著名的自组织映射（Self-Organizing Map, SOM）理论。1982年，John Hopfield[97]用

能量函数的思想ᨀ出一种新的计算方法，阐明了神经网络与动力学的关系，并用非线性动力学

的方法来研究这种神经网络的特性，建立了神经网络稳定性判据，并指出信息存储在网络中神

经元之间的连接上，形成了离散Hopfield网络。1984年[98]，他又设计与研制了Hopfield网络模

型的电路，指出神经元可以用运算放大器来实现，所有神经元的连接可用电子线路来模拟，并

称之为连续Hopfield网络。他的研究成果有力推动了神经网络的发展，掀起神经网络研究的又一

次热潮。1984年，David Ackley和Geoffrey Hinton ➊ 等人[99]将模拟退火算法引入神经网络，ᨀ

出Boltzmann机网络模型，ᨀ供了一种有效的神经网络优化方法。1986年，Rumelhart等人[100]ᨀ

出了误差反向传播算法（Back Propagation，BP），成为至今为止影响最大的一种网络学习方法。

事实上早在1974 年，Paul Werbos[101]就在博士论文中首次给出了训练一般网络的反向传播学习

算法，但一直不为人知。

BP网络存在两种基本的行为：前向传播和反向更新。前向传播表示神经元对信号的传播路径

是单向的，从输入层逐层往下一层传播，直至从输出层获取输出信号的过程。反向更新是按照从输

出层向隐藏层，从最后一个隐藏层向前一个隐藏层的顺序，从第一个隐藏层向输入层，逐层调整

“突触”的权值过程。在监督学习中，反向更新实际上是对前向传播预测偏差的一种反馈和调整，

以期达到逐步优化模型的目的。

➊ 深度学习泰斗、多伦多大学特聘教授、爱丁堡大学人工智能博士，2012年获得加拿大国家最高科学奖，有“加拿大诺贝尔奖”之称

的Killam奖。
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利用BP算法网络可以从大量的训练样本学习统计规律，从而对未知事件做出预测，具有明显

的优越性。90年代，各种机器学习模型相继诞生，如SVM、Boosting、最大熵方法（如逻辑回归）

等，它们的结构基本上可以看成是含有单层隐藏节点（SVM、Boosting），甚至没有隐藏节点（逻

辑回归）的模型，在小样本和有限计算单元时对复杂函数的表示能力有限，对于复杂问题泛化能力

也受到一定制约，因此也被称为浅层学习（Shallow Learning）。

14.2 深度学习

2006年，机器学习领域的泰斗Geoffrey Hinton和他的学生Ruslan Salakhutdinov在《科学》上

发表的一篇文章[102]，掀起深度学习的研究浪潮。深度学习通过神经网络模拟人的大脑学习过程，

从底层特征中逐层自动学习合并生成具有隐含语义的深层特征，根据大脑的多层抽象机制实现

对数据（音频、图片和文本等）的抽象表达。深度学习已经在多个应用人工智能领域，如语音识

别（Speech Recognition）、计算机视觉（Computer Vision）和自然语言处理（Nature Language

Processing，NLP）取得重大进展，学术研究成果已经成功地应用到产业化流程，诞生了Siri、

Android语音识别系统。

2012年，Google在透漏的技术路线图中明确表示要将下一阶段的技术重心放到深度学习

与知识图谱（Knowledge Graph）。2012年6月，《纽约时报》披露了Google Brain项目，由斯坦

福大学机器学习教授Andrew Ng和大规模计算机系统专家Jeff Dean共同主导，Google Brain使

用16,000个CPU Core的并行计算平台模拟神经网络系统，在语音识别和图像识别等领域获得

了巨大的成功。2012年12月，Hinton教授在多伦多大学的研究团队使用卷积神经网络深度学习

系统，参加被誉为计算机视觉圣杯的ImageNet 大赛并大比分（16% v.s. 26%）领先。2013 年3

月，Google收购Hinton团队创立的DNNResearch ➊，改善Google图片搜索质量。2013年7月31日，

Google发布用于自然语言处理的word2vec。2013年1月，百度成立深度学习研究院（Institute of

Deep Learning，IDL），前Facebook资深科学家徐伟、人工智能领域专家余凯、美国新泽西州立大

学统计系教授张潼、前AMD 异构计算专家吴韧陆续加盟百度IDL。2013年12月，Facebook成立人

工智能实验室，并聘请Yann LeCun ➋ 教授坐镇指导。与LeCun一起加入的还有纽约大学计算机科

学系副教授Rob Fergus，他的学生Matthew Zeiler创立一家专门ᨀ供图像搜索服务的公司Clarifai，

其研发的深度学习算法在2013年ImageNet大赛保持领先。2013年12月13日，Mark Zuckerburg与

俄罗斯富豪Yuri Milner出资300万美元设立Breakthrough Prize in Mathematics奖项。

传统的神经网络采用反向传播方式进行，利用迭代算法训练整个网络：随机设定初值，计算当

前网络的输出，根据它与真实标签间的差异反向更新网络各层参数，直至收敛。深度学习为克服神

经网络训练速度慢、容易过拟合的问题，采用迥然不同的逐层（Layer-wise）训练机制，从而避免

➊ DNNResearch是一家专注于语音和图像识别技术的研究公司。
➋ 深度学习大拿，Hinton教授多伦多大学的博士后，纽约大学终身教授，纽约大学数据科学中心负责人。他在巴黎第六大学（也称皮埃

尔玛丽居里大学）Paris VI （Université Pierre et Marie Curie）获得计算机科学博士学位，期间ᨀ出反向传播算法。在加盟Facebook之

前，他已经在贝尔实验室工作20多年，期间使用卷积神经网络CNN开发出一套手写数字识别系统LeNet，拥有14项发明专利。
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深层反向传播误差校正信号减弱，出现梯度扩散（Gradient Diffusion）现象。

一般地，信号处理（以图像处理为例）都包括以下几个流程（见图14.2）：

• 预处理：对输入图像放缩、去噪、背景差分等。

• 特征处理：在预处理后的数据上进行特征ᨀ取、特征选择、特征降维等工作。

• 模型训练：根据图像的特征向量，学习和训练模型。

通常，前两步统称为“特征学习”。 在流程图中我们看出，后续操作均建立在前面输出结果的基础

图 14.2: 信号处理流程

之上，越是靠前的处理愈加重要，不考虑预处理，特征ᨀ取是其中最为重要的部分。特征ᨀ取需要

大量的人工参与，既增加了特征的不确定性，也产生了大量人力开销。研究人员期望直接从原始数

据中学习特征，于是发展出深度学习的概念，距离人工智能的目标又近了一步。深度学习的“无监

督特征学习”、“特征学习”之别称由此得名。

假设一个系统S有n层S1, S2, . . . , Sn，系统输入是I，输出为O，形象地我们可以将其表示成：

I ⇒ S1 ⇒ S2 ⇒ · · ·⇒ Sn ⇒ O (14.1)

如果O = I，即输入I经过系统变化后无任何信息损失，则意味着经过每一层Si，输入I都没有

任何信息损失，Si可看做原有输入信息I的另一种表示。假设有一组输入，并设计了系统S，通

过调整系统中的参数，使得系统输出O = I，由此可自动地获取输入I的一系列层次的特征表

示S1, S2, . . . , Sn。

深度学习常用的方法有Auto Encoder、Sparse Coding和受限Boltzmann机，我们将在后文陆

续介绍。

14.2.1. 自动编码器

人工神经网络自身就是具有层次结构的系统，给定一个神经网络，假设其输出与输入是相同

的，通过训练、调整参数，可以确定每层的权重，代表输入I的一层表示。将输入I 的多层表示作

为新的特征添加到原始特征中，实验表明有利于改善模型的预测精度，在分类问题中甚至比目前最

好的分类算法效果还要好。我们所᧿述的这种方法称为自动编码器（Auto Encoder）。如果在自动

编码器的基础上添加约束性条件，如ℓ1−规则化约束，就是“稀疏的自动编码器”方法。
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14.2.2. 稀疏编码方法

“输出O严格地等于输入I”的限制略微放松，比如只要二者的差别尽可能地小，由此衍生出

一类方法，即稀疏编码（Sparse Coding）方法。假设b1, . . . , bn 是基，输出O使用基线性表示：

O =
n∑

i=1

ωibi

其中，ωi是基bi的系数，则我们可以得到下面形式的优化问题：

min
ω,b

∥I −O∥ (14.2)

通过解决最小化问题，得到最优的系数与基，它们就是输入I的一种近似表达，可以作为特征表示

输入。如果对问题(14.2)添加ℓ1−规则项：

min
ω,b

∥I −O∥+ λ
n∑

i=1
|ωi| (14.3)

将一个信号表示为一组基的线性组合，只需要较少的几个基即可近似表示原始信号。

14.2.3. 玻尔兹曼机

神经网络是由大量神经元组成的动力学系统。从宏观上看，各神经元的状态可看作是一个随机

变量，正如统计物理学中，把大量气体分子看作一个系统，每个分子状态服从统计规律。从统计观

点分析，也可寻找神经网络系统中Ḁ种神经元的状态的概率分布，分布的形式与网络的结构有关，

其参数则是权系数。Hinton等人 [103]借助统计物理学的方法ᨀ出了玻尔兹曼模型，可用于模式分

类、预测、组合优化及规划等方面。

1986年，Hinton和Sejnowski [104]发展出受限玻尔兹曼机（Restricted Boltzmann Machine,

RBM），成为机器学习的一个重要工具。RBM属于生成型随机神经网络模型，同普通神经网络类

似，包括三层结构：输入层、输出层与隐藏层，由于输入层与输出层可见，称作可见单元（Visible

Units），对应地称隐藏层为隐藏单元（Hidden Units）。在图14.3中，玻尔兹曼机含有12个可见单

元（构成向量v）和3个隐藏单元（构成向量h）。RBM网络的每一对神经元之间的进行双向对称的

信息传递，权值矩阵W = (wij)对称，并且自身无反馈wii = 0。在RBM网络图上，可见变量与隐藏

变量均是二元变量，状态取值范围是{0, 1}。

RBM对网络配置(v, h; θ)定义了能量的概念，数学表示如下：

E(v, h; θ) = −
∑

i

∑

j

wijvihj −
∑

i

aivi −
∑

j

bjhj (14.4)

其中，ai, bj分别表示可见单元vi，隐藏单元hj的偏置权重，θ表示网络参数集。

根据配置能量的定义，RBM给出下面形式的网络配置概率分布

Pθ(v, h) =
1

Z(θ)
exp

(
− E(v, h; θ)

)
(14.5)
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图 14.3: 受限Boltzmann机

其中，Z(θ)表示归一化因子，也称配分函数（Partition Function）。将式子 (14.4)代入概率分布，

可得：

Pθ(v, h) =
1

Z(θ)
exp

(∑

i

∑

j

wijvihj +
∑

i

aivi +
∑

j

bjhj

)
(14.6)

对隐藏层上所有可能的配置加和，可计算观测数据的似然函数

Pθ(v) =
1

Z ′(θ)

∑

h

exp
(
vTWh+ aT v + bTh

)
(14.7)

并构造对数似然估计函数

L(θ) =
1

|V | log(
∏

v∈V

Pθ(v)) =
1

|V |
∑

v∈V

log(Pθ(v)). (14.8)

其中，

Z ′(θ) =
∑

v

∑

h

exp
(
vTWh+ aT v + bTh

)

表示归一化项。根据最大似然估计方法，计算对数似然函数的梯度

∂L(θ)/∂wij = 1
|V |
∑
v∈V

∂ log(Pθ(v))/∂wij =
1

|V |
∑
v∈V

1
Pθ(v)

∂Pθ(v)
∂wij

= 1
|V |
∑
v∈V

1
Pθ(v)Z′(θ)

{∑
h
exp

(
vTWh+ aT v + bTh

)
vihj − Pθ(v)

∂Z′(θ)
∂wij

} (14.9)

由于

∂Z ′(θ)/∂wij =
∑

v

∑

h

exp
(
vTWh+ aT v + bTh

)
vihj (14.10)

若记

P ′
θ =

exp
(
vTWh+ aT v + bTh

)
∑
h
exp

(
vTWh+ aT v + bTh

) =
exp

(
vTWh+ aT v + bTh

)

Pθ(v)Z ′(θ)
(14.11)

则有
∂L(θ)
∂Wij

= 1
|V |
∑
v∈V

[
P ′
θvihj − PθvTh

]

= EP ′
θ
(vihj)− EPθ(vihj)

(14.12)
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成立。由于计算开销较大，Hinton [105]ᨀ出了一种高效的学习算法：对比散列（Contrastive

Divergence, CD）。

如果增加受限玻尔兹曼机隐藏层的层数，就是深度玻尔兹曼（DBM）。如果在靠近可视层处使

用贝叶斯信念网络（Bayisian Belief Network，BBN，表示有向图模型），在离可视层最远处使用

受限玻尔兹曼机，就是深度信念网络（Deep Belief Network，DBN）。

14.3 信念网络

1985年，Judea Pearlᨀ出贝叶斯网络，也称信念网络（Belief Network）。它是一种模拟人类

推理过程中因果关系的不确定性处理模型，其网络拓朴结构是一个有向无环图（Directed Acyclic

Graphic, DAG）。它的节点用随机变量或命题来标识，认为有直接关系的命题或变量则用弧来连

接。

14.4 卷积神经网络

卷积神经网络（Convolutional Neural Networks, CNN）是一种特殊的深层神经网络模型，

网络中神经元并非完全连接，同一层部分神经元之间共享连接权重。卷积神经网络稀疏连接

（Sparse Connectivity）和权值共享（Shared Weights）的结构特性更接近生物神经网络，有效降

低了网络模型的复杂度。

CNN源于视觉神经机制，为识别二维图形而设计出的一种多层感知器，对平移、比例缩放、

倾斜或其他形式的变形具有高度不变性。1962年，David Hubel和Torsten Wiesel研究猫视觉皮层

细胞时，ᨀ出了感受野（Receptive Field）概念；1984年，日本学者Kunihiko Fukushima基于感

受野ᨀ出神经认知机（Neocognitron）模型。神经认知机将一个视觉模式分解成多个子模式（特

征），进入分层递阶式相连的特征平面进行处理，在物体发生位移或轻微变形时，也能进行识别。

神经认知机模型是第一个CNN模型，后来成功应用到手写数字识别、车牌识别和人脸识别等领

域。

$%"&'#( 139 )!*+",$





第十五章 极限学习机

2006年，Huang Guang-Bin等人[106]在单隐层前向神经网络（Single Hidden Layer Feed-

forward Neural Networks，SLFNs）基础上ᨀ出一种高效的学习方法，称作极限学习机（Extreme

Learning Machine，ELM）。

在传统的神经网络模型中，所有网络中的参数都需要调整，不同层之间存在相互依赖关系。对

于前向神经网络模型中，主要使用梯度下降法调整模型参数。梯度下降法存在一个比较常见的问

题，迭代步长设置的太小则收敛速度放慢，设置的太大则容易陷入局部最优点。ELM算法不需要

调整所有的参数，它随机产生隐藏层权值（输入与隐藏层），并通过解矩阵的广义逆确定输出权值

（隐藏层与输出层）。

给定任意N个训练样本(xi, yi)，i = 1, 2, . . . , N，xi ∈ Rn为输入向量，yi ∈ Rm表示输出向量。

对于标准的存在L个隐藏节点的前向神经网络模型可以表示成下面形式的数学模型：

f(x) =
L∑

i=1

βigi(x) =
l∑

i=1

βig(ω
T
i x+ bi) ∈ Rm (15.1)

对于第i个隐藏节点，它与输入节点的链接权值向量为ωi ∈ Rn，它的偏置量（阈值）为bi，它与输

出节点链接权值向量为βi ∈ Rn，隐藏层的激活函数为g，输出层的激活函数是线性函数。给定输

入x ∈ Rn，模型的第j维输出为

fj(x) =
L∑

i=1

βijgi(x), j = 1, 2, . . . ,m. (15.2)

对于N个输入样本，我们使用向量形式表示单层前向神经网络模型：

f(X) = Hβ (15.3)

其中，H称作神经网络的隐藏层输出矩阵，具体地

H =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g(ωT
1 x1 + b1) g(ωT

2 x1 + b2) . . . g(ωT
Lx1 + bL)

g(ωT
1 x2 + b1) g(ωT

2 x2 + b2) . . . g(ωT
Lx2 + bL)

...
...

. . .
...

g(ωT
1 xN + b1) g(ωT

2 xN + b2) . . . g(ωT
LxN + bL)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(15.4)
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如果隐藏层激活函数在任何区间都是无限次可微（Infinitely Differentiable），那么对于任意N个

不同的输入样本(xi, yi)，对于任意随机生成的ωi 与bi，隐藏层输出矩阵H都是可逆矩阵[106]。

SLFN模型可以零误差逼近N个输入样本，即满足

Hβ = Y. (15.5)

传统神经网络模型大多都是基于梯度下降法调整模型参数，SLFN模型随机选择参数ω与b，并通过

求解最小范数最小二乘问题

min
β
∥Hβ − Y ∥ (15.6)

确定Moore-Penrose广义逆表示的最优解

β̂ = H†Y. (15.7)

为了处理分类问题，ELM建立下面形式的优化模型

min
β,ξ

1
2β

Tβ + 1
2C

N∑
i=1

ξTi ξi

s.t. h(xi)β = yTi − ξTi , i = 1, 2, . . . , N

(15.8)

建立拉格朗日函数

L(β, ξ,λ) =
1

2
βTβ +

1

2
C

N∑

i=1

ξTi ξi −
N∑

i=1

λi(h(xi)β − yTi + ξTi ) (15.9)

根据KKT条件可以得到优化模型的解析解：

β = HT (C−1I +HHT )−1Y, (15.10)

以及输出模型

f(x) = h(x)HT (C−1I +HHT )−1Y, (15.11)

将其应用于多元分类，我们可以得到决策模型

ŷx = argmax
i∈{1,...,m}

fi(x). (15.12)
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第十六章 决策树

决策树是一种重要的数据表示、决策分析和预测技术，常用于辅助分析决策，学习构造决策模

型，在运筹学、数据挖掘、机器学习领域中应用广泛。决策树的优点包括直观易懂、预测准确率

高、稳定性好，决策树的成长不需要任何领域知识或参数设置，适用于探索式的知识发现应用。

每一颗决策树都有根节点、内部节点、叶子节点，及连接节点的树枝。如果使用决策树表示一

个预测模型，那么根节点表示全部数据集合，每个内部节点表示样本的一个属性，每根树枝则代表

对属性的一种判断（测试）结果，每个叶子节点对应一个决策目标（类别标签）。沿着树根到达任

意一个叶子节点所经过的路径，就是一个决策（预测）规则。我们在这一节主要介绍和讨论用于数

据挖掘的决策树方法。

最早的决策树算法是由Hunt等人[107]于1966 年ᨀ出的概念学习系统（Concept Learning

System，CLS）。目前最具影响的是John Quinlanᨀ出的ID3 算法[108]与C4.5算法[109]。 ID3 算

法的目的在于减少树的深度，但忽略了叶子数目的研究。C4.5算法在ID3 算法的基础上进行了

改进，对于预测变量的缺值处理、剪枝技术等方面作了较大改进，既适合于分类问题，又适

合于回归问题。根据决策树预测结果的数据类型，可以将决策树分成：分类树和回归树，前

者预测的是离散型数据，而后者预测的是连续型数据，并且两类决策树的生成方式也不同。

ID3与C4.5是两个典型的决策树分类算法，在数据挖掘与机器学习领域还存在其他一些著名的

决策树算法，如1980年Gordon Kass[110]在其博士论文中ᨀ出的卡方自动交互检测算法（CHi-

squared Automatic Interaction Detection，CHAID），1984年Leo Breiman等人[111]ᨀ出的分类回

归树（Classification And Regression Tree，CART），1991年Jerome Friedman[112]发展的多元自

适应回归样条模型（Multivariate Adaptive Regression Splines，MARS）。

决策树的生长是一个自顶向下，分而治之的递归过程，在数据集S 上，树的生长基本流程如

下：

• 如果S中所有样本都属于同一类或满足其他停止生长准则，则S不再划分，生成叶子节点。

• 否则，根据一个指标选择合适的属性与分裂节点，对S进行划分，产生多个样本子集Si, i =

1, 2, . . .，并对每个样本子集Si执行以上两步。

在决策树的生长过程，每步选择一个变量对样本做最佳划分，衡量划分质量的性能指标，包

括ID3算法使用的信息增益、C4.5 使用的信息增益率、CART 算法使用的Gini混杂度（Gini
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Impurity, GI）和CHAID算法使用的χ值。

例16.1. Gore Forest是一家高尔夫俱乐部的经理，他希望通过天气预测人们是否打高尔夫球，以适

时调整雇员数量减少开支。为此，他记录了两周内天气情况与高尔夫运动的统计数据（见表 16.1）。

记录的数据中，天气状况包括Outlook（sunny，overcast，rain），Temperature（64–85），Humidity

（65–96），Windy（yes，no）四个变量；类标变量是二元的，表示人们是否打高尔夫。根据统计数

据，我们可以构建如图 16.1所示二元分类决策树模型。

Outlook Temperature Humidity Windy Play

sunny 85 85 no no

sunny 80 90 yes no

overcast 83 78 no yes

rain 70 96 no yes

rain 68 80 no yes

rain 65 70 yes no

overcast 64 65 yes yes

sunny 72 95 no no

sunny 69 70 no yes

rain 75 80 no yes

sunny 75 70 yes yes

overcast 72 90 yes yes

overcast 81 75 no yes

rain 71 80 yes no

表 16.1: 天气状况与高尔夫运动状况关联表

16.0.1. 决策树桩

决策树桩（Decision Stump）是最简单的二叉树，只含有两个叶子节点，在单个特征上做出决

策，是一种简单有效的机器学习算法，如集成算法中常用作基本模型，独立使用时，可用于筛选变

量、搜寻连续变量上具有预测意义的节点等。

16.0.2. 剪枝

在实际应用中，采集的数据可能存在噪声和异常点（离群点或孤立点），可能导致决策树模

型过拟合。为此，可以对决策树剪枝（Pruning），剪掉不重要的节点以简化决策树模型，ᨀ高

决策树的泛化能力。常见的剪枝策略是预剪枝（Pre-Pruning, Early Stop Rule）和后剪枝（Post-

Pruning），前者是在决策树生长的同时根据一定指标确定停止生长的节点，后者则是在决策树长
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图 16.1: 决策树预测模型

成后，遍历决策树剪掉符合剪枝条件的节点。对于剪枝后的分类决策树，叶子节点的类别根据多数

投票准则确定。

预剪枝：在预剪枝方法中，最直接的方法设置决策树生长的最大深度，使决策树无法充分生

长。但是，如何选择合适的深度是一个及其重要的问题。此外，还有一个方法是检验当前结点对应

的样本集合，如果集合中样本数量小于预先指定的阈值，则将当前结点设为叶子结点并停止生长。

后剪枝：后剪枝技术是指在完全长成的决策树上，根据一定的指标剪掉树中冗余的子树，形成

一棵约简的新树，与树的生长顺序相反自底向上地剪枝。决策树算法ID3、C4.5和CART 主要采用

后剪枝技术。后剪枝策略使用一组测试数据用于检验剪枝操作的合理性，一边修剪一边检验，其基

本原则是确保每次剪枝后，决策树在测试集上的预测精度至少不会下降。

16.0.3. 缺值

实际采集的数据中可能出现缺值，处理缺值问题比较常见的方法是给它赋值，如数据集中相应

属性均值、最大值、最小值等，C4.5算法则将一个概率分布向量赋予它。比如，对于二元属性A，

数据集中12个样本属性值A = 0，88个样本属性值A = 1，C4.5根据数据集中样本在属性值A上的分

布，推断属性A缺失的值为0的可能性是12%，为1 的可能性是88%。利用缺值的概率分布，有助于

选择合适的分裂节点。
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16.0.4. 树的集成模型

目前，集成技术在机器学习领域颇受青睐，如Bagging决策树、随机森林、ᨀ升树和旋转森林

（Rotation Forest）都是通过构造多个决策树做模型聚合。

16.1 ID3和C4.5

1986年，Ross Quinlanᨀ出ID3（Iterative Dichotomiser 3）算法[108]，它是目前最具影响力

的决策树算法。1993年，Quinlan对ID3进行改进，发展为C4.5算法[109]，能够同时处理离散型与

连续型属性。ID3与C4.5均属于归纳（Inductive）模型，假设训练数据与测试数据服从相同的未知

分布。

ID3算法源于概念学习系统思想，对于训练集S，概念学习系统基本步骤包括：

Step 1. 如果S中的所有样本都是正例（或负例），则创建yes（no）叶子节点，停止算法；

Step 2. 如果S中正负例都有，则由专家选择一个分裂属性A = {a1, . . . , am}，创建中间节点；

Step 3. 根据属性A将输入样本空间分割成m个子集：S1, . . . , Sm；

Step 4. 对每个子集，重复以上步骤。

概念学习系统在创建中间节点是由专家选择分割属性，带有明显的主观性。为此，ID3算法根据信

息增益自动搜索分割节点（属性）。

对于分类问题，假设训练集是S = {xi, yi}Ni=1，其中xi 是一个多属性向量，属性可以是离散的

也可以是连续型，yi = {1, . . . ,K}是分类变量。对于训练集S，根据统计的样本类别分布{pk}Kk=1，

可以计算数据分类所包含的信息熵：

H(S) = −
∑

k

pk log pk (16.1)

其中，pk表示类别y = k的样本比例，
∑
k
pk = 1。在信息论中，熵也是衡量混杂程度的指标，当类

别分布为均匀分布时，分类状态最混杂，数据包含的信息熵最大。比如，对于前述高尔夫球运动预

测的例子，打高尔夫的比例p1 = 9/14，不打高尔夫的有p2 = 5/14，则分类属性包含的信息熵：

H(S) = −9/14 log(9/14)− 5/14 log(5/14) = 0.94 (16.2)

决策树生长过程，最核心的一步是选择合适的属性（值）作为分裂点。 ID3算法根据

“Occam剃刀理论”，选择信息增益最大的属性作为分裂点，构建一棵深度最浅、完全分裂的

决策树。根据属性A = {a1, . . . , am}，可以将输入的样本空间分割成m个子空间：S1, . . . , Sm，在每

个子空间上都可以计算分类属性的信息熵，并根据各个子空间中样本比例计算属性A包含的平均信
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息熵。属性A产生的信息增益表示属性A包含的平均信息熵相对于整个输入空间上分类属性的信息

熵的减少量（混杂度下降），具体地

IG(S,A) = H(S)−
∑

i

|Si|
|S|H(Si) (16.3)

对于属性Outlook，其平均信息熵：

H(S,Outlook) =
5

14
H(sunny) +

4

14
H(overcast) +

5

14
H(rain) (16.4)

= 0.694. (16.5)

同理，我们可以计算Windy的平均熵H(S,Windy)=0.892，属性Outlook 与Windy的信息增益分别

是IG(S,Outlook) = 0.246，IG(S,Windy)=0.048。

ID3算法存在两个明显的缺陷：信息增益的计算要求数据属性是离散的，对于连续的数值属

性，无法直接计算信息增益。ID3算法还倾向于多值属性，可能会产生无意义的分割。

对于离散型属性，C4.5算法与ID3的处理方法相同。对于连续型数值属性，C4.5算法对属性值

进行离散化处理：假设数据集大小为n，根据数据集属性A列对数据样本进行升序排列，获得一个

属性值序列a1 < a2 < . . . < am。根据属性值序列确定m− 1个分割点s1, . . . , sm−1，第i个分割点取

为ai和ai+1的均值，即

si =
1

2
(ai + ai+1)

每个分割点将属性序列值分割成两个子集：[a1, si)与(si, am]，根据两个子集可以计算每个分割点产

生的信息增益率（Information Gain Ratio），并选择信息增益率最大的分割点做树的分裂。信息增

益率定义如下：

GR(S,A) =
IG(S,A)
SI(S,A)

(16.6)

其中，SI(S,A)是属性A的分裂信息量（Split Information），反映数据关于属性A分布的均匀程度

SI(S,A) = −
m∑

i=1

|Si|
|S| log

|Si|
|S| (16.7)

对于分布均匀的属性，分裂信息量比存在峰值的分布大。最极端的情况，每个样本在的A属性值均

不同，则其信息增益最大。分裂信息量作为标准化项可以抵消掉分裂时对均匀分布属性的偏好。

在C4.5算法中，决策树的生长需要对数据集进行多次扫᧿和属性值排序，效率低下，而且训练

数据需要读入内存，并不适合处理大数据集。C5.0算法进一步改进C4.5 算法在速度和空间利用方

面均达到了工业化应用的标准。

16.2 分类与回归树

分类与回归树（Classification And Regression Trees, CART）是一种非参数决策树分类技

术[111]。CART 可以轻松处理离散和连续的属性，它的一个重要特点是对异常点不敏感，并且自

变量的单调变换（如指数、对数变换）不影响决策树的生成、模型的构建。

$%"&'#( 147 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

CART的目标是生成一个完全树，树的叶子节点是同质的，归属于同一类别。在树的构建过

程，树的分裂对于分类树与回归树是不同的。分类树的生成依据混杂度下降幅度最大选择分裂属

性，如Gini指数、信息增益（率）。对于包含K个类别的样本数据集，Gini指数可以度量样本数据

集关于类别进行分裂的混杂度

GI(S) = 1−
K∑

k=1

p2k (16.8)

对于给定属性A，将数据集分裂成m个子集{S1, . . . , Sm}，则基于它进行分裂的混杂度对应一个平

均Gini指数

GI(S,A) =
m∑

i=1

|Si|
|S| GI(Si) (16.9)

分类树选择能够产生最大程度Gini指数降幅的节点作为分裂节点

∆GI(S,A) = GI(S)−GI(S,A) (16.10)

回归树选择分裂节点的依据是最小化左右子树的平均方差

argmin
a

[plσ
2
yl
+ prσ

2
yr
] (16.11)

其中，a是属性A的一个属性值。一般地，如果选择它作为分裂节点，则将属性值A小于a的样本分

到左子树，其他的分配到右子树。pl, pr分别表示左、右子树包含的样本比例，σ2
yl
,σ2

yr
分别表示左、

右子树样本响应变量的方差。

16.3 随机森林

2001年，Leo Brieman[113]吸取Bagging和随机变量选取的思想，ᨀ出在数据集上随机生成多

棵决策树，构成随机森林（Random Forest）。在随机森林的生成中，决策树均相互独立。使用随

机森林作为预测模型，在处理新输入的样本时，由森林中每棵决策树分别做出判断，比如预测样本

的类别，则新样本的类别就可以依据各个决策树的分类结果基于多数准则确定。随机森林的优势体

现在未明显增加运算量的前ᨀ下，能够大幅ᨀ高预测精度，并且在缺失数据和非平衡数据上较为稳

健，能够在多达几千个解释变量的数据集上获得良好的预测效果（小n大p问题），可以说是当前最

好的算法之一。

在决策树的生长过程中，要经过两个关键步骤：随机采样与完全分裂。在决策树生长之前，随

机森林对输入数据进行随机采样分为行采样与列采样，行采样是基于Bootstrap重采样技术生成多

个样本集合，在每个样本集中必然出现重复样本，从本质上来看，每个样本集只是整个输入数据

集的一个子集，大大降低过拟合的几率。利用行采样生成的决策树，通常还需要在未采集到的大

约1/3的样本数据集上测试精度，称作Out-Of-Bag误差率估计。行采样采集的对象是样本，而列采

样采集的对象是样本特征：从p个特征中抽取m < p个特征，并以完全分裂的方式生成决策树。一

般地，m =
√
p或m = log p。
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通常，决策树算法都有一个剪枝的步骤，随机森林算法通过随机采样向模型注入随机性，即时

没有剪枝环节，也不易产生过拟合。随机森林简单易于实现，对参数的选择不敏感，可并行化、便

捷处理高维数据，在模型训练的同时还可用于特征选择。

16.4 梯度提升算法

1999年，Friedman[114, 115]发明了梯度ᨀ升算法（Gradient Boosting），它是解决回归问题

的一个机器学习技术，通过优化损失函数逐步构建模型，组合基模型（弱模型，如决策树）逐步生

成最终预测模型。

若输入x与输出y联合分布已知，监督学习的目标就是搜索能够最小化期望损失的预测模型：

F̂ = argmin
F∈F

Ex,yL(y, F (x)). (16.12)

对于回归问题，我们可以选择使用平方损失函数L(y, F (x)) = (y − F (x))2或者绝对值损失

函数L(y, F (x)) = |y − F (x)|；对于二元分类问题y ∈ {−1, 1}，我们可以使用对数似然损

失L(y, F (x)) = log(1 + e−2yF (x))。

（1）含参函数优化：若要从x的含参函数空间F (x;Θ)搜索最佳预测函数F (x)，Θ是参数集，

决定了预测函数的形式，函数优化问题可转化为下面形式的参数优化问题：

Θ̂ = argmin
Θ

Φ(Θ) = argmin
Θ

Ex,yL(y, F (x;Θ)) (16.13)

一般地，优化的参数可以表示成加法形式

Θ̂ =
M∑

m=0

θm (16.14)

其中，θ0是初始的猜测值，{θm}M1 表示连续增量（Successive Increments），均是基于之前的增量

序列，每个增量θm的计算方法则赖于所使用的优化技术。根据最速下降法，期望损失在当前状态

下的梯度：

gm =
∂Φ(Θ)

∂Θ

∣∣∣
Θ=Θm−1

(16.15)

其中，Θm−1 =
m−1∑
i=0

θi，选择在梯度下降的方向改变参数：

Θm −Θm−1 = θm = −ρmgm (16.16)

步长ρm可以通过线性搜索确定：

ρm = argmin
ρ

Φ(Θm−1 − ρgm) (16.17)

由此确定出最优预测模型F̂ (x) = F (x; Θ̂)。
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（2）非参数函数优化：损失函数Φ是关于F (x)的函数

Φ(F (x)) = Ex,yL(y, F (x)) (16.18)

我们以函数值F (x)为“参数”，最小化关于F (x)的损失函数。假设

F ∗(x) =
M∑

m=0

fm(x) (16.19)

其中，f0(x)是初始的猜测值，{fm(x)}M1 是增量函数。根据最速下降法，则有

gm = ∂Φ(F (x))
∂F (x)

∣∣∣
F (x)=Fm−1(x)

fm(x) = Fm(x)− Fm−1(x) = −ρmgm
(16.20)

其中，Fm−1(x) =
m−1∑
i=0

Fi(x)，步长ρm可以通过线性搜索确定：

ρm = argmin
ρ

Φ(Fm−1(x)− ρgm) (16.21)

梯度ᨀ升算法使用贪婪分段方法，构建一个加法模型

F (x; {βm,αm}M1 ) =
M∑

m=1

βmh(x;αm) (16.22)

其中，h(x;α)是输入变量x的含参函数，称为基学习器或者弱学习器，β是函数h(x;α)的权重。

假设训练集中包含N个样本{xi, yi}Ni=1，则根据经验损失最小化原则，搜索最优参数：

(βm,αm) = argmin
β,α

N∑

i=1

L(yi, Fm−1(xi) + βh(xi,α)) (16.23)

其中，Fm(x) = Fm−1(x) + βmh(x,αm)。给定当前近似函数为Fm−1(x)，函数βmh(x,αm)是逼近最

小化解F̂ (x)的最佳路径。

通常，优化经验损失十分困难，从最速下降的角度来看，h(x,αm)应该同N维负梯度向量强相

关，由此可以利用最小二乘拟合技术通过下面形式的优化模型确定：

αm = argmin
β,α

N∑

i=1

(−gm(xi)− βh(xi,α))
2 (16.24)

我们不仅要确定函数逼近的方向，还需要确定最佳的逼近步长：

ρm = argmin
ρ

N∑

i=1

L(yi, Fm−1(xi) + ρh(xi,αm)) (16.25)

更新近似函数

Fm(x) = Fm−1(x) + ρmh(x,αm) (16.26)
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Algorithm 4梯度ᨀ升算法
Input: 训练集{xi, yi}Ni=1，可微的损失函数L(y, F (x))，迭代次数M

• 初始化预测模型F0(x) = argmin
ρ

N∑
i=1

L(yi, ρ)

for m = 1, . . . ,M do

1. 计算梯度gm：

gm(xi) =
∂L(yi, F (xi))

∂F (xi)

∣∣∣
F (x)=Fm−1(x)

, i = 1, . . . , N (16.27)

2. 将负梯度作为“伪响应变量”ỹ：

ỹi = −gm(xi), i = 1, . . . , N (16.28)

3. 根据最小二乘技术确定最优含参基函数h(x;αm)：

αm = argmin
β,α

N∑

i=1

[
ỹi − βh(xi,α)

]2 (16.29)

4. 线性搜索最佳步长ρm：

ρm = argmin
ρ

N∑

i=1

L(yi, Fm−1(xi) + ρh(xi,αm)) (16.30)

5. 更新预测模型：

Fm(x) = Fm−1(x) + ρmh(x,αm) (16.31)

end for

Output: 预测模型FM (x) =
M∑

m=1
ρmh(x;αm)
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16.4.1. 损失函数

（1） LSBoost：如果使用的损失函数为最小二乘回归损失L(y, F ) = (y−F )2，关于函数值F (xi)的

梯度：

gm(xi) = −(yi − Fm−1(xi)) (16.32)

则选取的初始值为响应变量的均值：

F0(x) = ȳ (16.33)

基函数参数与步长的选择可以合并为：

(ρm,αm) = argmin
ρ,α

(ỹi − ρh(xi;α))
2 (16.34)

伪响应变量ỹi = yi − Fm−1(xi)表示当前组合模型的预测偏差，基函数h(x;αm)是预测偏差的

最小二乘估计。

（2） LADTreeBoost：如果使用的损失函数为最小绝对值偏差（Least Absolute Derivation）回归

损失L(y, F ) = |y − F |，关于函数值F (xi)的梯度：

gm(xi) = − sgn(yi − Fm−1(xi)) (16.35)

则选取的初始值为响应变量的中位数：

F0(x) = median{yi}Ni=1 (16.36)

最优步长可以表示成加权中位数：

ρm = argmin
ρ

|yi − Fm−1(xi)− ρh(xi;αm)|

= medianω{yi−Fm−1(xi)
h(xi;αm) }Ni=1

(16.37)

其中，ωi = |h(xi;αm)|。

如果我们使用含有L个叶子节点的决策树作为基学习器，拟合“二元伪响应变量”ỹ =

sgn(y−Fm−1(x))，将训练样本分裂为L个子集{Sm1, . . . , SmL}，我们需要在每个子集上分别

进行线性搜索ρm = (ρml)Ll=1。对于第l个子集：

ρml = medianω{
yi − Fm−1(xi)

h(xi;αm)
}xi∈Sml (16.38)

其中，ωi = |h(xi;αm)|。

由于在同一个叶子节点上xi ∈ Sml，基学习器预测的结果相同hml = h(xi;αm)，我们可以化

简得

ρml =
1

hml
median{yi − Fm−1(xi)}xi∈Sml (16.39)
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更新预测模型

Fm(x) = Fm−1(x) +
L∑

l=1
ρmlhmlI(x ∈ Sml)

= Fm−1(x) +
L∑

l=1
median{yi − Fm−1(xi)}xi∈SmlI(x ∈ Sml)

(16.40)

据信，LADTreeBoost算法十分健壮。

（3） MTreeBoost：如果使用的损失函数是Huber损失函数：

L(y, F ) =

⎧
⎨

⎩
(y − F )2/2 |y − F | ≤ δ

δ(|y − F |− δ/2) |y − F | > δ
(16.41)

由此可以计算伪响应变量

ỹi =

⎧
⎨

⎩
yi − Fm−1(xi) |yi − Fm−1(xi)| ≤ δ

δ ∗ sgn(yi − Fm−1(xi)) |yi − Fm−1(xi)| > δ
(16.42)

其中，δ随着迭代次数改变，δm是{|yi − Fm−1(xi)|}Ni=1的α−分位点估计值，如α = 0.2。

我们使用决策树作为基学习器，采用分裂策略分别在每个叶子节点Sml上进行一次线性搜索，

确定最佳步长：

ρml = argmin
ρ

∑

xi∈Sml

L(yi, Fm−1(xi) + ρhml) (16.43)

等价地

γml = ρmlhml = argmin
γ

∑

xi∈Sml

L(yi, Fm−1(xi) + γ) (16.44)

更新预测模型

Fm(x) = Fm−1(x) +
L∑

l=1

γmlI(x ∈ Sml) (16.45)

（4） L2TreeBoost：对于二元分类问题，使用交叉损失函数（也称Negative Binomial Log-

likelihood Loss）：

L(y, F ) = log(1 + e−2yF ), y ∈ {−1, 1} (16.52)

其中，F = 1
2 log

Pr(y=1|x)
Pr(y=−1|x)。

伪响应变量为

ỹi = 2yi/[1 + e2yiFm−1(xi)] (16.53)

我们使用决策树作为基学习器，采用分裂策略分别在每个叶子节点Sml上进行一次线性搜索，

确定最佳步长：

ρml = argmin
ρ

∑

xi∈Sml

log(1 + e−2yi(Fm−1(xi)+ρhml)) (16.54)
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Algorithm 5 MTreeBoost算法
Input: 训练集{xi, yi}Ni=1，可微的损失函数L(y, F (x))，迭代次数M

• 初始化预测模型F0(x) = median {yi}Ni=1

for m = 1, . . . ,M do

1. 计算残差rm−1：

rm−1(xi) = yi − Fm−1(xi), i = 1, . . . , N (16.46)

2. 计算断点δm：

δm = quantileα {|rm−1(xi)|}Ni=1 (16.47)

3. 计算伪响应变量ỹ：

ỹi =

⎧
⎨

⎩
rm−1(xi) |rm−1(xi)| ≤ δ

δm sgn(rm−1(xi)) |rm−1(xi)| > δ
(16.48)

4. 根据{xi, ỹi}Ni=1拟合一个包含L个叶子节点的决策树模型Sml, l = 1, . . . , L

5. 计算

r̃ml = median {|rm−1(xi)|}xi∈Sml , l = 1, . . . , L (16.49)

6. 确定最佳步长γm：

γml = r̃ml +
1

Nml

∑

xi∈Sml

[
sgn(rm−1(xi)− r̃ml) ∗min{δm, |rm−1(xi)− r̃ml|}

]
, l = 1, . . . , L

(16.50)

7. 更新预测模型：

Fm(x) = Fm−1(x) +
L∑

l=1

γmlI(x ∈ Sml) (16.51)

end for

Output: 预测模型FM (x) =
M∑

m=0
Fm(x)
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等价地

γml = ρmlhml = argmin
γ

∑

xi∈Sml

log(1 + e−2yi(Fm−1(xi)+γ)) ≡ argmin
γ

g(γ) (16.55)

它没有解析解，由于g二阶可导，采用Newton-Raphson近似，我们有：

γk+1 = γk −
g′(γk)

g′′(γk)
(16.56)

假设初始值γ0 = 0，则取γml = γ1 = −g′(0)/g′′(0)，可知：

γml =

∑
xi∈Sml

ỹi
∑

xi∈Sml

|ỹi|(2− |ỹi|)
(16.57)

更新预测模型：

Fm(x) = Fm−1(x) +
L∑

l=1

γmlI(x ∈ Sml) (16.58)

其中，F0(x) =
1
2 log

1+ȳ
1−ȳ。根据预测模型FM (x)可以推出概率估计值：

p+(x) = P̃ r(y = 1|x) = 1/[1 + e−2FM (x)]

p−(x) = P̃ r(y = −1|x) = 1/[1 + e2FM (x)]
(16.59)

从而可以构建分类模型：

ŷ(x) = 2 ∗ I(c(−1, 1)p+(x) > c(1,−1)p−(x))− 1 (16.60)

其中，c(ŷ, y)是预测值为ŷ，真实响应为y 时的成本。

16.4.2. 梯度提升决策树

如果梯度ᨀ升算法使用决策树作为基函数，则梯度ᨀ升算法又称梯度ᨀ升决策树（Gradient

Boosting Decision Tree，GBDT）算法、梯度ᨀ升回归树（Gradient Boosting Regression Tree，

GBRT）算法、MART（Multiple Additive Regression Tree）算法、梯度ᨀ升模型（Gradient

Boosting Machine，GBM）或TreeNet 算法。阿里巴巴集团又称它为TreeLink 算法。GBDT 由多

棵决策树（回归树）构成，能够将所有决策树的预测结果累加作为最终模型的预测结果，在训

练精度和泛化能力两方面得到恰当的平衡，广泛应用于训练分类模型、回归模型与搜索排序模

型[116, 117]，比如2010年Yahoo!排序学习挑战赛中取得佳绩的团队大多都吸取了GBDT的思想。

假设GBDT使用M个决策树作为基学习器，在第m次迭代中使用一个决策树模型h(x;αm)拟合

“伪响应变量”。假设决策树模型含有L个叶子节点，将输入空间分裂为L个子空间：Sm1, . . . , SmL，

在任意单个子空间Sml上决策树的预测结果相同，记为hml，基模型h(x;αm)可以表示为下面的加和

形式：

h(x;αm) =
L∑

l=1

hmlI(x ∈ Sml) (16.61)
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更新预测模型：

Fm(x) = Fm−1(x) + ρmh(x;αm) (16.62)

其中，最佳步长ρm通过线性搜索下面模型确定：

ρm = argmin
ρ

N∑

i=1

L(yi, Fm−1(xi) + ρh(xi,αm)) (16.63)

最佳步长ρm对整个决策树有效。Friedmanᨀ出TreeBoost改进算法，在每个输入子集上确定一个最

佳的步长ρml：

ρml = argmin
ρ

∑

xi∈Sml

L(yi, Fm−1(xi) + ρh(xi,αm)) (16.64)

由于对任意的xi ∈ Sml，都有h(xi,αm) = hml，可知：

γml = ρmlhml = argmin
γ

∑

xi∈Sml

L(yi, Fm−1(xi) + γ) (16.65)

更新预测模型：

Fm(x) = Fm−1(x) +
L∑

l=1

γmlI(x ∈ Sml) (16.66)

GBDT算法与随机森林算法类似，均包含一个决策树集，不同之处在于GBDT使用随机方法创

建决策树。随机森林可以并行的方式同时创建多棵树，每棵树相互独立，森林利用多数投票法则确

定预测结果。GBDT 累积所有决策树的预测值综合做出预测，每一棵树的创建都依赖于在它之前

生成的决策树预测精度。

通常，GBDT包含的决策树有上百棵，单棵决策树都很小。假设训练样本的大小是N，经验表

明，单棵决策树森深度在2 ∼ 3时，缩减因子为η = max(0.01, 0.1 × min(1.0, N/10, 000))时表现最

佳。

16.4.3. 缩减

根据缩减（Shrinkage）思想，细化函数逼近的幅度，可以有效地避免过拟合问题。对于前向

分步方式构造的加法预测模型，我们可以添加一个缩减因子η（也称学习速率，Learning Rate），

改变预测模型的更新幅度：

Fm(x) = Fm−1 + ηρmh(x;αm) (16.67)

其中，0 < η ≤ 1，通常取值在0.01与0.1之间。

一般地，缩减因子会影响算法的最优迭代次数M，缩减因子越小则最优迭代次数增大，反之

亦反。
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16.4.4. 随机梯度提升

梯度ᨀ升算法诞生不久，Friedman[115]借鉴Bagging思想，引入Bootstrap重采样策略，发展

了随机梯度ᨀ升算法。他ᨀ出每次迭代使用无放回的随机抽样方法，在抽取的训练子集上拟合产生

一个基学习器。随机梯度ᨀ升算法基于不同的训练子集建立不同的弱（基）学习器，增加了模型的

多样性，有益于ᨀ升模型性能。

假设抽样子集比例是c，则当c = 1时，使用全部训练集训练基学习器，属于梯度ᨀ升算法；

若c < 1，通过引入随机性有助于降低过拟合的影响，并且效率更高。通常，c = 0.5，意味着使用

一半的训练集训练基学习器。

例16.2. 假设我们现在利用商品房的三个特征：住房面积（连续变量）、位置（二元变量，是否在内

环）、类型（二元变量，是否学区房）预测上海房价，使用GBDT构建如图16.2所示的四棵决策树模

型，每棵决策树只进行一次分裂，深度为一，即决策树桩（Decision Stump）。 对于新输入的样本，

图 16.2: 商品房价格预测模型

模型会赋予它一个初值（例子中初值设定为上海普通商品房价的均值150万），然后遍历每一棵决策

树，每经过一棵树，都会对预测值进行调整修正，得到最后的预测结果：

F (x) = F0(x) +
M∑

m=1

βmhm(x) (16.68)

比如，一个面积为120平米的内环非学区房，模型预测价格为：150 + 20− 10 + 30− 10 = 180万。
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16.4.5. 排名问题

[118]和[119]使用逐点型排序学习方法，同序对型、序列型排序学习方法相比毫不逊色。

[118]在模型组合时引入序列型方法，取得不错的性能。 [119]融合随机森林与GBDT的优点，使用

随机森林模型初始化GBDT，不仅节省模型训练的时间，而且表现优于随机森林与GBDT算法。随

机森林给了GBRT一个接近收敛的起始点，即使步长较小，也能很快结束迭代。
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第十七章 聚类分析

聚类分析是人类活动的一个重要内容，也是人类认知发展必然经历的一个过程。人类从孩童时

期就在不断地完善潜意识下的分类模式，并逐渐掌握识别不同物理事物和抽象概念，如猫和狗、动

物和植物、欢乐和痛苦等。所谓“物以类聚人以群分”，聚类是一个通过相似性关系划分抽象概念

和物理对象的认知过程，有利于从复杂的信息结构中识别出规律性的数据分布特征，从而方便构建

不同属性间的潜在关联。聚类分析是数据挖掘研究中一个非常活跃的研究课题，它不依赖人工标记

数据揭示出数据内在关联与特征，已经成为机器学习、生物信息处理和市场分析等领域一个不可或

缺的工具。

假设原始数据集X = {xi}ni=1，xi ∈ Rm，聚类分析的目标是根据相似性关系将数据集划分

至K个彼此不相交的子集（类簇或组），记作C = {ci}Ki=1，则有

K⋃

i=1

ci = X, cs ∩ ct = ∅, ∀s ̸= t = 1, 2, . . . ,K.

17.1 K-Means和K-Medoids

K-Means算法从给定的K个初始簇心，根据数据点同簇心之间的距离，构造出K个簇类。一般

地，K-Means算法是以迭代方式进行，在上一次构造的簇类上利用每个簇内所有数据点的均值选择

新的簇心。K-Medoids算法与K-Means算法类似，不同之处在每次选取的质心，前者选中的必须是

簇中的点。

17.2 谱聚类

传统聚类算法，如K-Means算法和K-Medoids算法，大多适用于凸球状样本空间，如果样本空

间不是凸球状，则算法容易陷入局部最优。为了能够在任意形状的样本空间上做聚类分析，并使得

聚类结果收敛于全局最优，研究人员设计出一种基于谱图分割（Spectral Graph Partition）的聚类

算法：谱聚类（Spectral Clustering）。谱聚类算法以数据点为顶点，根据数据间的相似度连接数据

顶点，构造一个无向加权图G = (V,E)，将聚类问题转化为谱图分割问题。在具体讨论谱聚类算法

之前，我们先熟悉一下谱图分割算法及相关矩阵理论。
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谱聚类算法计算出原始数据集X上的相似度矩阵（也称亲和矩阵）A ∈ Rn×n，根据一定的连

接规则确定连接数据点的边，由此构造出含有n个顶点的无向加权图G = (V,E)，最终根据Ḁ种的

划分准则，可实现对n个数据顶点的聚类或分组。

谱聚类算法常用的连接规则有三种，对应地可以构造出三种不同的连接图：全连接图、ε−近

邻图与K近邻图，每一种连接图都对应一个边权矩阵W ∈ Rn×n。一般地，W ≥ 0且wij = 0表示节

点i与j不相似，两个节点没有直接的连接通路。通常，数据相似度的选择依赖于数据空间的形状，

比如凸球形的数据样本空间可以使用欧式距离定义相似性，对于非凸球形的样本空间最常见的是

高斯核函数定义的相似性度量。

• 如果直接使用数据相似度作为边的权值

wij = aij , 1 ≤ i, j ≤ n,

我们可以构造出数据集X上的一个全连接图。

• 如果给定ε > 0，并定义边的权值

wij =

⎧
⎨

⎩
aij , aij ≥ ε,

0, aij < ε,

我们可以构造出数据集X上的一个ε−近邻图。

• 如果选定K值，连接各顶点的K个最近邻顶点，我们可以构造出X上的一个K近邻图。

我们下面从矩阵谱分析的角度分析谱聚类的理论基础，并在后续小节从图的划分角度分析它，

建立谱聚类和矩阵论、谱图分割之间的紧密关系。

17.2.1. 谱分析

假设A ∈ Rn×n是图G上顶点相似度矩阵，我们可以通过三种方法连接顶点，并构造对应图上

边的权值矩阵W ∈ Rn×n。利用图上边的权值矩阵，我们可以计算各个顶点与其他顶点的连通度

（Degree）。对于顶点xi，其连通度定义为所有连接它和近邻顶点的边的权值之和，记作di，则有

di =
n∑

j=1

wij , D = diag(d1, . . . , dn) ∈ Rn×n. (17.1)

我们基于此构建三种类型的拉普拉斯矩阵（Graph Laplacian Matrix），它们是非标准化的拉普拉

斯矩阵L、标准化对称的拉普拉斯矩阵Lsym和标准化随机游走的拉普拉斯矩阵Lrw：

L = D −W, (17.2)

Lsym = D−1/2LD−1/2 = I −D−1/2WD−1/2, (17.3)

Lrw = D−1L = I −D−1W. (17.4)

由于拉普拉斯矩阵具有一些重要的基本性质，我们可以建立起矩阵谱系统和数据聚类的密切关联。
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命题17.1. 非标准化拉普拉斯矩阵L = D −W ∈ Rn×n是对称的、半正定矩阵，对任意f ∈ Rn都有

fTLf =
1

2

∑

1≤i,j≤n

wij(fi − fj)
2.

它有n个非负实数特征值λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn，并且最小特征值λ1 = 0，而其对应特征向量为1。

命题17.2. 假设G是一个无向图，边的权值非负，则矩阵L的零特征值的重数（Multiplicity）K与

图G上独立连通子图的数目相同。如果记独立连通子图为{G1, . . . , GK}，则零特征值对应的特征向

量空间可由指标向量集{1G1 , . . . ,1GK}张成（Span）。

通过矩阵L的特征系统，利用其所有零特征值及对应特征向量可以直接将原始数据精确分组。

一般地，原始数据存在大量的噪声干扰，非标准化的谱聚类算法计算拉普拉斯矩阵L 的特征系统，

固定或适应性地通过一个特征值阈值，选择出最小的K个特征值{λ1, . . . ,λK}，利用对应特征向

量{α1, . . . ,αK}将原始数据映射到一个低维空间

zi = (α1i,α2i, . . . ,αKi)
T ∈ RK , 1 ≤ i ≤ n

在此低维数据集上运行K-Means聚类算法，对原始数据进行高效的近似分割。谱聚类算法存在一个

明显的优势，它实际上不需显性的原始数据（维度不同或彼此异构），仅仅依赖于顶点之间的相似

性关系，比其他聚类算法适用范围更广也更健壮。

17.2.2. 谱图分割

目前，研究人员已经ᨀ出多种谱图分割方法，如最小割（Minimum Cut）、比率割（Ratio

Cut）、标准割（Normalized Cut）等，将图的顶点分割成不相交的两个（Two-Way）或多个

（K-Way）子图。我们将在后续章节逐一介绍它们。

假设图G可以被切割为K个彼此不相交的子图，分割准则是最小化被割边的权值之和，则有：

Cut(c1, . . . , cK) =
1

2

K∑

i=1

W (ci, c̄i), (17.5)

其中，c̄i表示ci的补集，W (ci, c̄i)是ci与c̄i间所有边的权值之和。由于最小割得到的子图分布可能极

不均匀，出现部分子图为孤立点，其他子图所含数据点又太多。为此有人在最小割的基础上，ᨀ出

改进的比率割：

RatioCut(c1, . . . , cK) =
1

2

K∑

i=1

W (ci, c̄i)

|ci|
=

K∑

i=1

Cut(ci, c̄i)
|ci|

, (17.6)

以及标准割：

NCut(c1, . . . , cK) =
1

2

K∑

i=1

W (ci, c̄i)

vol(ci)
=

K∑

i=1

Cut(ci, c̄i)
vol(ci)

, (17.7)

其中|c|表示c中所含顶点数目，vol(c) =
∑
i∈c

di表示c的容量。
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17.3 密度峰值聚类

2014年，意大利国际高等研究院➊ Alessandro Laio教授的课题组ᨀ出一种基于密度峰值的高

效聚类算法 [1]，思想简明但效率和效果都很显著。它无需预先指定类簇数目，自动聚类时还能检

测出异常点，一度成为年度聚类分析的热门话题。密度峰值聚类引入样本局部密度的概念，使得每

个类簇都是一个局部密度高地，而每个中心点都对应其类簇高地上的密度峰值，并为其近邻所环绕

左右，故名密度峰值聚类算法。

图 17.1: 密度峰值聚类决策图 [1]

密度峰值聚类算法依赖于两个指标：局部密度ρ、数据点与高密度近邻的最短距离δ，后者依赖

于前者以自动筛选类簇中心点。根据密度峰值聚类算法，数据点xi 的局部密度定义如下：

ρi =
n∑

j=1

χ(dij , dc), 1 ≤ i ≤ n, (17.8)

其中dc > 0是用户指定的截断距离，dij是xi与xj的空间距离，χ(·)是一个密度函数。一般地，距

离xi越近，对其密度的贡献越大，比如χ(dij , dc) = e−dij/dc。如果χ(dij , dc) = I(dij < dc)，则xi的

密度就是所有距离它在dc范围内的近邻数目，计算密度时dc范围外的点完全不予考虑。

密度峰值聚类算法将类簇内普通数据点视为其类簇中心点的随众，密度上低于中心点的局部密

度，距离上相对其他高密度数据点中心数据点距离最近，每个类簇都是紧密围绕中心点而成的一个

局部密度高地。一般地，聚类的显著特征是类簇内部紧密相联，而类簇之间则彼此分隔。此外，算

法还引入数据点与高密度近邻的最短距离

δi = min
ρi<ρj

dij , (17.9)

➊ 意大利国际高等研究院（it. Scuola Internazionale Superiore di Studi Avanzati, en. International School for Advanced Studies）创立

于1978年，坐落于意大利北部城市里雅斯特（Trieste）。它是一所高级指导性学术研究中心，也是意大利第一所颁发博士学位的大学。它

只在数学、物理及神经科学几个领域开展研究与教学，数学与神经科学在意大利排名第一，物理学排名第二，著名的国际理论物理中心就

坐落在其校园内，声誉可与比萨高等师范学院（it. Scuola Normale Superiore di Pisa, en. Advanced Normal School of Pisa）并肩。
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并对局部密度最大的数据点ρi = max
1≤j≤n

ρj，定义其高密度最短距离

δi = max
1≤j≤n

dij . (17.10)

如果以密度、高密度最短距离分别作横轴与纵轴，构建一个二维指标面板，则在面板右上角位置的

点：密度高并且最短距离大，对应类簇的中心点。由此，指标面板可直接用作从数据集自动分离出

类簇中心，实现自动分组的决策图（Decision Graph），如图17.1。右侧决策图的右上角5个点对应

五个类簇中心，其他点可依据各自高密度最近邻进行分组。从图17.1和17.2可知密度峰值聚类算法

性能优良、聚类准确。此外，密度峰值算法在分组时也存在一定的层次性，隐含不同类簇之间的蕴

含关系，可以说它也是一个有效的分层聚类方法（Hierarchical Clustering Method）。

图 17.2: 经典人工数据集（上）与Olivetti人脸数据集（下）上密度峰值算法的性能 [1]

聚类算法在对不同数据分组时，可能存在可信度上的差异：有些可信度高，部分可信度差，后

者很有可能就是异常点。为了能够从数据集中探测异常点，密度峰值聚类设法确定类簇间的模糊边

界（Border），边界上的每个点与边界两侧的类簇中心的距离都在截断距离dc 范围之内。在确立类

簇边界后，密度峰值聚类算法以边界上最高局部密度ρc作为检测异常点的阈值，当数据点的局部密

度高于ρc，则认为此数据点的分组可信度高，称作聚类核心（Cluster Core）点，否则其可信度存

疑，可以认定为聚类光晕（Cluster Halo）点，即异常点。
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第十八章 统计模型

18.1 EM算法

EM（Expectation Maximization）算法是一种对缺失数据或者带有隐含变量的统计模型进行

最大似然估计或最大后验估计的数值迭代算法[120]。本节简要介绍EM算法基本思想，并用它估计

混合高斯模型的参数。

假设随机变量X的参数空间为θ，则其的似然函数可表示为P (X; θ)，根据最大似然估计法，我

们可以通过最大化P (X|θ)解出参数的似然估计值，等价地可以最大化其对数值：

max
θ∈Θ

L(θ) = logP (X; θ). (18.1)

EM算法通过迭代的方式最大化对数似然函数，设当前参数估计值为θn，则最大化对数似然函数即

等价于解下面形式的目标函数：

max
θ∈Θ

L(θ)− L(θn) = logP (X; θ)− logP (X; θn). (18.2)

引入隐含变量Z，利用全概率公式P (X; θ) =
∑
z
P (X|z; θ)P (z; θ)展开L(θ)− L(θn)，则有等式

L(θ)− L(θn) = log
∑
z
P (X|z; θ)P (z; θ)− logP (X; θn)

= log
∑
z
P (X|z; θ)P (z; θ)P (z|X;θn)

P (z|X;θn)
− logP (X; θn),

(18.3)

由
∑
z
P (z|X; θn) = 1与对数函数的凸性可知

L(θ)− L(θn) ≥
∑

z

P (z|X; θn) log
P (X|z; θ)P (z; θ)

P (z|X; θn)
− logP (X; θn) (18.4)

=
∑

z

P (z|X; θn) log
P (X|z; θ)P (z; θ)

P (z|X; θn)P (X; θn)
(18.5)

! Q(θ, θn)− U(θn) (18.6)

其中，

Q(θ, θn) =
∑

z

P (z|X; θn) log
[
P (X|z; θ)P (z; θ)

]
, (18.7)

U(θn) =
∑

z

P (z|X; θn) log
[
P (z|X; θn)P (X; θn)

]
. (18.8)
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最大化L(θ)可以通过其最大化L(θ) − L(θn)的一个下界近似趋近。既然U(θn)与θ完全无关，则等价

于最大化Q(θ, θn)

max
θ∈Θ

∑

z

P (z|X; θn) logP (X, z; θ) =
∑

z

Ez|X;θn logP (X, z; θ). (18.9)

至此，我们导出EM算法每次迭代所经历的两个基本步骤：

• E步骤：Ez|X;θn logP (X, z; θ)

• M步骤：max
θ∈Θ

Ez|X;θn logP (X, z; θ)

18.1.1. 高斯混合模型

高斯混合模型（Gaussian Mixture Model，GMM），顾名思义是多个高斯模型的混合。假设

混合模型Λ每个成员都是一个高斯模型，给定数据集X = {x1, x2, . . . , xn}，我们可以使用最大似然

估计法估计模型的参数。假设数据集X所有样本独立同分布，可以构建对数似然函数

L(X;Λ) =
∑

i

log p(xi;Λ), (18.10)

其中，xi ∈ Rd, i = 1, 2, . . . , n。

混合模型是一个黑盒，我们的目标是剖解其结构，并利用EM算法估计各个成员参数。现在引

入隐含随机变量Z，并根据全概率公式

p(xi;Λ, p(z), z ∈ Z) =
∑

z

p(z)p(xi|z;Λ) (18.11)

改写对数似然函数

L(X; θ) =
∑

i

log p(xi; θ) =
∑

i

log
[∑

z

p(z)p(xi|z;Λ)
]
. (18.12)

其中，

Λ = {µz,Σz, z ∈ Z}, µz ∈ Rd,Σz ∈ Rd×d

是混合模型中各个成员的均值向量与协方差矩阵，并且依赖于隐含随机变量Z，成员数目对应Z的

容量。新引入的概率分布p(z), z ∈ Z表示各个成员在混合模型中的权重，且满足具有下面两个基本

性质：

0 < p(z) < 1,
∑

z

p(z) = 1. (18.13)

参数θ对参数Λ与p(z), z ∈ Z的组合定义：

θ = {µz,Σz, p(z), z ∈ Z}.

根据混合模型的定义可知x|z;Λ ∼ N(µz,Σz)，则随机变量x|z;Λ对应的概率密度函数为

p(x|z;Λ) = 1

(2π)d/2|Σz|1/2
exp

{
− 1

2
(x− µz)

TΣ−1
z (x− µz)

}
. (18.14)
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假设混合模型的最大似然估计为θ̂MLE，则有

θ̂MLE = argmax
θ∈Θ

L(X; θ) = argmax
θ∈Θ

∑

i

log
[∑

z

p(z)p(xi|z;Λ)
]
. (18.15)

我们下面利用已知约束条件

0 < p(z) < 1,
∑

z

p(z) = 1,

确定对数似然函数极值所对应的最优参数Λ̂和p̂(z), z ∈ Z。由于约束条件只与参数p(z)相关，而参

数Λ又不依赖于p(z)，故此可直接通过对数似然函数关于参数Λ的偏导解出对应的Λ̂。当然，确定最

优的p(z)，则相对复杂一些，要通过拉格朗日乘子法搜索。

我们现在利用拉格朗日乘子法搜索最优的p(z), z ∈ Z：引入拉格朗日乘子λ > 0，构造拉格朗

日函数

L = L(X; θ)− λ(
∑

z

p(z)− 1). (18.16)

然后求关于λ与p(z)的偏导，并令它们为零，可以得到方程组
⎧
⎪⎨

⎪⎩

∂L /∂λ = 1−
∑
z
p(z) = 0,

∂L /∂p(z) = ∂L(X;θ)
∂p(z) − λ = 0, z ∈ Z.

(18.17)

在具体展开对数似然函数关于p(z)的偏导之前，可以看出：

∂L(X; θ)

∂θ
=
∑

i

1

p(xi; θ)

p(xi; θ)

∂θ
, (18.18)

再根据全概率公式

p(xi; θ) =
∑

z

p(z)p(xi|z;Λ),

我们可以推导p(xi; θ)关于p(z)的偏导：

p(xi; θ)

∂p(z)
= p(xi|z;Λ), (18.19)

将其代入式子(18.18)可知

∂L(X; θ)

∂p(z)
=
∑

i

p(xi|z;Λ)
p(xi; θ)

=
∑

i

p(xi|z;Λ)p(z)
p(xi; θ)

1

p(z)
=

1

p(z)

∑

i

p(z|xi;Λ),

再将其代入方程组(18.17)，可以推得

p̂(z) =

∑
i
p(z|xi;Λ)

∑
z

∑
i
p(z|xi;Λ)

=

∑
i
p(z|xi;Λ)

∑
i

∑
z
p(z|xi;Λ)

=
1

n

∑

i

p(z|xi;Λ). (18.20)

我们继续从式子(18.18)和全概率公式(18.11)出发，推导p(xi;Λ)关于Λ的偏导：

∂L(X; θ)

∂Λ
=
∑

i

p(z)p(xi|z;Λ)
p(xi; θ)

∂ log p(xi|z;Λ)
∂Λ

=
∑

i

p(z|xi;Λ)
∂ log p(xi|z;Λ)

∂Λ
. (18.21)
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根据变量xi|z;Λ的概率密度函数，及其对数形式

log p(xi|z;Λ) = −
d

2
log(2π)− 1

2
log |Σz|−

1

2
(xi − µz)

TΣ−1
z (xi − µz),

其中协方差矩阵Σz是非奇异对称实矩阵，我们可以推导出log p(xi|z;Λ)关于均值向量µz和协方差矩

阵Σz的偏导函数：
∂ log p(xi|z;Λ)

∂µz
= Σ−1

z (xi − µz)

将其代入等式(18.21)，再根据极值条件有：

∂L(X; θ)

∂µz
=
∑

i

p(z|xi;Λ)Σ
−1
z (xi − µz) = Σ−1

z

∑

i

p(z|xi;Λ)(xi − µz) = 0,

从而解出最优解

µ̂z =

∑
i
p(z|xi;Λ)xi

∑
i
p(z|xi;Λ)

. (18.22)

下面我们继续推导log p(xi|z;Λ)关于协方差矩阵Σz的偏导函数：

∂ log p(xi|z;Λ)
∂Σz

= −1

2

[∂ log |Σz|
∂Σz

+
∂(xi − µz)TΣ−1

z (xi − µz)

∂Σz

]
! −1

2

[
V1(Σz) + V2(Σz)

]
(18.23)

等式右侧第一部分V1(Σz) ∈ R是关于可逆矩阵的行列式求导，第二部分V2(Σz) ∈ R则涉及到矩阵迹

的求导。在具体展开之前，我们先来看看矩阵求导的相关性质：

∂ log |A|
∂A

=
(
A−1

)T
, |A| > 0 (18.24)

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), ABC ∈ R (18.25)
∂A−1B

∂A
= −

(
A−1

)T
B
(
A−1

)T
, |A| > 0 (18.26)

利用这些性质，我们可以求V1(Σz)与V2(Σz)关于Σz的偏导函数：

∂V1(Σz)

∂Σz
=

(
Σ−1

z

)T (18.27)

∂V2(Σz)

∂Σz
=

∂ tr
(
Σ−1

z (xi − µz)(xi − µz)T
)

∂Σz
(18.28)

= −
(
Σ−1

z

)T
(xi − µz)(xi − µz)

T
(
Σ−1

z

)T (18.29)

同时代入式子(18.23)与(18.21)，再根据极值条件有：

∂L(X; θ)

∂Σz
= −1

2

∑

i

p(z|xi;Λ)
[(
Σ−1

z

)T −
(
Σ−1

z

)T
(xi − µz)(xi − µz)

T
(
Σ−1

z

)T ]
= 0,

从而解出最优解

Σ̂z =

∑
i
p(z|xi;Λ)(xi − µz)(xi − µz)T

∑
i
p(z|xi;Λ)

. (18.30)
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综上可知最优解

p̂(z) =
1

n

∑

i

p(z|xi;Λ) (18.31)

µ̂z =

∑
i
p(z|xi;Λ)xi

∑
i
p(z|xi;Λ)

(18.32)

Σ̂z =

∑
i
p(z|xi;Λ)(xi − µz)(xi − µz)T

∑
i
p(z|xi;Λ)

(18.33)

都与p(z|xi;Λ)紧密相关，而根据贝叶斯定理又有

p(z|xi;Λ) =
p(z)p(xi|z;Λ)

p(xi; θ)
=

p(z)p(xi|z;Λ)∑
z
p(z)p(xi|z;Λ)

,

其中

p(xi|z;Λ) =
1

(2π)d/2|Σz|1/2
exp

{
− 1

2
(xi − µz)

TΣ−1
z (xi − µz)

}
,

可见参数最优解又决定了p(z|xi;Λ)，彼此相互依赖。EM算法通过循环交替地使用E步骤与M步骤

算出最优解。

EM算法引入的隐含随机变量在不同应用情景下具有不同的含义，比如聚类分析问题中的类别

属性、词性分析问题中的单词词性等。

18.2 概率隐语义分析

18.3 隐含狄利克雷分布

18.4 最大熵模型

最大熵模型（Maximum Entropy Model, MaxEnt）与隐马尔科夫模型（Hidden Markov

Model, HMM）[121]是自然语言处理（如词性标注、中文分词、句子边界识别、浅层句法分析及

文本分类等[122]）和语音识别问题中得到广泛应用的两种统计模型。本节主要介绍最大熵模型，

下一节重点介绍隐马尔科夫模型。

18.4.1. 最大熵原理

1957年，物理学家Edwin Thompson Jaynes[123, 124]最早阐述了最大熵原理：

Information theory provides a constructive criterion for setting up probability distributions on

the basis of partial knowledge, and leads to a type of statistical inference which is called the

maximum entropy estimate. It is least biased estimate possible on the given information; i.e., it

is maximally noncommittal with regard to missing information.
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最大熵原理是概率模型学习的一个准则，它对未知事物不做任何主观假设，在预测一个随机事

件的概率分布时，在满足所有已知约束条件下，对未知情况不含任何主观偏见的结果是满足均匀概

率分布，此时概率分布的信息熵做大，预测的风险也最小。根据最大熵原理推导的模型称作“最大

熵模型”，比如投资学中“不要把所有的鸡蛋都放在一个篮子里”就是一种典型的最大熵策略：当

出现不确定性时，就要保留各种可能性。

最大熵模型在形式上是最漂亮的统计模型，在实现上却是最复杂的模型之一，至今天为

止，世界上能有效实现快速算法的人寥寥无几。第一个解决最大熵模型的优化算法是1972年John

Darroch和Douglas Ratcliff联合ᨀ出的广义迭代尺度算法（Generalized Iterative Scaling, GIS）

[125]。1989年，匈牙利著名数学家、信息论最高奖香农奖得主Imre Csiszar 从几何学角度详细分

析最大熵模型[126]，并证明“对任何一组相容的信息，最大熵模型不仅存在，并且以指数函数的

形式唯一存在”。由于GIS迭代算法效率低、复杂度高、稳定性差，在实际应用中鲜有人使用它。

1997年，Della Pietra等人ᨀ出一种改进的迭代尺度算法IIS （Improved Iterative Scaling）[127]，

将最大熵模型训练所需时间降低了一两个数量级，成为当前最常用的最大熵模型优化算法。后来，

Della Pietra兄弟二人离开IBM，退出学术圈转战金融界大显身手，加入当时籍籍无名的文艺复兴

技术公司（Renaissance Technologies）。文艺复兴公司是数学家James Simons于1982年创立，已经

发展为当今世界最成功的一家对冲基金公司。在金融市场，决定股票价格的因素成千上万，而最

大熵方法正是建立能够同时满足所有不同条件的模型，文艺复兴技术公司的科学家们（包括Della

Pietra兄弟）使用最大熵方法和其他先进的数学工具，建立量化的股票价格预测模型，获得巨大的

成功。从1982年基金创立至今资产规模已经达到三百多亿美元，其净回报率高达平均每年34%，远

超股神巴菲特的旗舰公司――伯克希尔·哈撒韦公司（Berkshire Hathaway）[128]。

信息论ᨀ供了一种基于部分知识建立概率分布的构造性准则，由此而产生了一类统计推断

（Statistical Inference）方法➊，即最大熵估计。在基于给定信息进行估计的所有方法中，最大熵估

计属于最无偏见的一种，它对缺失的信息保留了最大的灵活性和不确定性[129]。

根据最大熵原理，概率模型必须满足所有由已知事实构成的约束条件，并且在没有更多信息的

条件下，其他不确定或未知的事件都是“等可能地发生”，而等可能的概率模型对应的熵最大。我

们下面使用一个简单的实例介绍最大熵原理。

例18.1. 假设随机投掷骰子，出现的点数X，则其可能取值为{1, 2, . . . , 6}。对于某次投掷实

验，估计各个点数出现的概率P (X = 1), P (X = 2), . . . , P (X = 6)。如果没有任何其他关

于骰子的信息，根据最大熵对其点数出现的概率分布进行估计，则各个点数出现的概率相

等P (X = i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6。如果我们知道投掷骰子出现点数1和6的概率之和等于1/2，即概

率分布的约束条件有两个：

P (X = 1) + P (X = 6) = 1/2, P (X = 2) + P (X = 3) + P (X = 4) + P (X = 5) = 1/2.

➊ 统计推断方法是根据带随机性的观测数据（样本）以及问题的条件和假定（模型），而对未知事物作出的，以概率形式表述的推断。它

是数理统计学的主要任务，其理论和方法构成数理统计学的主要内容。
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满足两个约束条件的概率分布有无穷多个，根据最大熵原理，可以认为出现点数1和点数6的概率是

相等的，出现其他点数彼此也是等概率事件，即

P (X = 1) = P (X = 6) = 1/4, P (X = 2) = P (X = 3) = P (X = 4) = P (X = 5) = 1/8.

18.4.2. 最大熵模型

假设分类模型是一个条件概率分布P (Y |X)，给定训练数据集{(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}，

我们学习的目标是根据最大熵原理选择最佳的分类模型。从训练数据集，我们可以确定联合概率分

布P (X,Y )的经验概率分布P̃ (X,Y )、边际概率分布P (X)的经验概率分布P̃ (X)，则有

P̃ (x, y) =
1

N
C(x, y)

P̃ (x) =
1

N
C(x)

其中，C(x, y)表示训练数据集中样本(x, y)出现的频数，C(x)表示训练数据集中输入x出现的频数。

N表示训练样本容量。

为刻画已知事实，最大熵模型定义输入x与输出y的二值特征函数f(x, y)：当输入x与输出y之

间存在Ḁ一事实关系，则f(x, y)取值1，否则取值0，其数学定义为

f(x, y) =

⎧
⎨

⎩
1, x与y存在Ḁ一事实,

0, 否则.

如果给定训练数据集，则特征函数f(x, y)在训练集上的期望值EP̃ (f)定义如下：

EP̃ (f) =
∑

x,y

P̃ (x, y)f(x, y)

其中，P̃ (x, y)是样本(x, y)在数据集中的经验分布，可根据样本(x, y)在训练集上的频数进行计算。

如果我们能够从数据集训练得到概率模型P (y|x)，则特征函数关于此概率模型的期望EP (f)可写

作：

EP (f) =
∑

x,y

P (x, y)f(x, y) =
∑

x,y

P (x)P (y|x)f(x, y) =
∑

x,y

P̃ (x)P (y|x)f(x, y)

其中，P̃ (x)是样本输入x在数据集中的经验分布，与P̃ (x, y)类似，可以从训练集中统计出相应频

数并计算得到。我们对于输入真实的先验分布P (x)并不关心，从而直接使用数据集上的经验分

布P̃ (x)代替。如果概率模型能够充分刻画训练数据的所有信息，则可以认为特征函数的两种期望

相等，即有

EP (f) = EP̃ (f). (18.34)

假设存在n个特征函数fi(x, y), i = 1, 2, . . . , n，刻画输入x与输出y的n种事实关系，它们就构成n个

约束条件。
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定义18.1 (最大熵模型). 假设满足所有约束条件的概率模型集合为

P = {P |EP (fi) = EP̃ (fi), i = 1, 2, . . . , n}, (18.35)

则模型集合中条件熵

H(P ) =
∑

x

P (x)
(
−
∑

y

P (y|x) logP (y|x)
)
= −

∑

x,y

P̃ (x)P (y|x) logP (y|x), (18.36)

最大的模型称作最最最大大大熵熵熵模模模型型型。

最大熵模型是如下带约束最优化问题

max H(P ) = −
∑
x,y

P̃ (x)P (y|x) logP (y|x)

s.t. EP (fi) = EP̃ (fi), i = 1, 2, . . . , n,
∑
y
P (y|x) = 1,

(18.37)

的解，它等价于如下形式的最小化问题：

min −H(P ) =
∑
x,y

P̃ (x)P (y|x) logP (y|x)

s.t. EP̃ (fi)− EP (fi) = 0, i = 1, 2, . . . , n,
∑
y
P (y|x) = 1.

(18.38)

我们引入拉格朗日乘子λ0,λ1,λ2, . . . ,λn，定义拉格朗日函数L(P,λ)：

L(P,λ) = −H(P ) + λ0

(
1−

∑

y

P (y|x)
)
+
∑

i

λi

(
EP̃ (fi)− EP (fi)

)
, (18.39)

将其转化为无约束最优化问题。由于函数L(P,λ)是P的凸函数，原始问题min
P∈P

max
λ

L(P,λ)与对偶问

题max
λ

min
P∈P

L(P,λ)的解等价，我们通过解对偶问题可以得到原始问题的解。对拉格朗日函数求关

于P (y|x)的偏导，并令其为0，则有

∂L(P,λ)

∂P (y|x) = P̃ (x)
[
1 + logP (y|x)

]
− λ0 − P̃ (x)

∑

i

λifi(x, y) = 0, (18.40)

由于P̃ (x) > 0，两边同除以P̃ (x)，经过整理可得：

P (y|x) = exp
(∑

i

λifi(x, y) +
λ0

P̃ (x)
− 1
)
, (18.41)

根据
∑
y
P (y|x) = 1，可对其归一化处理，可得最大熵模型：

Pλ(y|x) = exp
(∑

i

λifi(x, y)
) 1

Zλ(x)
, (18.42)

其中，Zλ(x)是归一化因子：

Zλ(x) =
∑

y

exp
(∑

i

λifi(x, y)
)
. (18.43)
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根据对偶理论，将最优概率模型Pλ(y|x)带入拉格朗日函数，最大化目标函数

L(λ) =
∑
x,y

P̃ (x)Pλ(y|x) logPλ(y|x) +
∑
i
λi

∑
x,y

(
P̃ (x, y)− P̃ (x)Pλ(y|x)

)
fi(x, y)

=
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
λifi(x, y)−

∑
x
P̃ (x) logZλ(x),

(18.44)

以确定最优模型参数λ∗。由于函数L(λ)是光滑凸函数，大多数优化算法，如梯度下降法、牛顿法、

拟牛顿法、改进的迭代尺度（Improved Iterative Scaling, IIS）算法均适用，并搜索到L(λ)的全局

最优解。我们下面介绍基于改进的迭代尺度算法搜索最大熵模型参数。

18.4.3. 参数优化- IIS算法

IIS算法通过迭代的方法搜索最优模型参数，假设当前参数向量为λ = (λ1,λ2, . . . ,λn)T，只

要在下次迭代时搜索到一个新的参数向量λ + δ = (λ1 + δ1,λ2 + δ2, . . . ,λn + δn)T，使得目标函

数L(λ)增大，依此不断更新参数，最终可以确定最优参数向量。当参数从λ更新至λ + δ，目标函

数L(λ)的变化量∆L(δ|λ) = L(λ+ δ)− L(λ)：

∆L(δ|λ) =
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
δifi(x, y)−

∑
x
P̃ (x)

(
logZλ+δ(x)− logZλ(x)

)

=
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
δifi(x, y)−

∑
x
P̃ (x) log Zλ+δ(x)

Zλ(x)
.

(18.45)

根据不等式− logα ≥ 1− α,α > 0，则有

∆L(δ|λ) ≥
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
δifi(x, y) +

∑
x
P̃ (x)(1− Zλ+δ(x)

Zλ(x)
)

=
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
δifi(x, y) + 1−

∑
x
P̃ (x)

∑
y
Pλ(y|x) exp

(∑
i
δifi(x, y)

)

! A(δ|λ),

(18.46)

并确定目标函数变化量的一个下界A(δ|λ)。如果我们可以搜索到一条使下界增加的路径，则目标函

数∆L(δ|λ)循此路径自然也会增加。由于A(δ|λ)表达式中含有参数δi的加和指数项，彼此相互依赖，

不易同步更新所有维度的参数。我们改写下界函数A(δ|λ)

A(δ|λ) =
∑

x,y

P̃ (x, y)
∑

i

δifi(x, y) + 1−
∑

x

P̃ (x)
∑

y

Pλ(y|x) exp
(
g(x, y)

∑

i

δifi(x, y)

g(x, y)

)
, (18.47)

其中，

g(x, y) =
∑

i

fi(x, y).

由于

0 ≤ fi(x, y)

g(x, y)
≤ 1,

∑

i

fi(x, y)

g(x, y)
= 1,

根据Jensen不等式

exp
(∑

i

fi(x, y)

g(x, y)
δi
)
≤
∑

i

fi(x, y)

g(x, y)
exp δi, (18.48)
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再行放松下界函数A(δ|λ)，可以得到它的一个下界

A(δ|λ) ≥
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
δifi(x, y) + 1

−
∑
x
P̃ (x)

∑
y
Pλ(y|x)

∑
i

fi(x,y)
g(x,y) exp

(
δig(x, y)

)
! B(δ|λ).

(18.49)

目前，最大化L(λ + δ) − L(λ)近似等价于最大化B(δ|λ)的问题，只要对B(δ|λ)取关于δi的导数并令

其为0，可得等式：

∂B(δ|λ)
∂δi

=
∑

x,y

P̃ (x, y)fi(x, y)−
∑

x

P̃ (x)
∑

y

Pλ(y|x)
∑

i

fi(x, y) exp
(
δig(x, y)

)
= 0. (18.50)

如果g(x, y)是常数，则我们可以确定参数增量的解析解

δi =
1

g(x, y)
log

EP̃ (fi)

EP (fi)
=

1

g
log

EP̃ (fi)

EP (fi)
, i = 1, 2, . . . , n. (18.51)

如果g(x, y)不是常数，我们可以使用牛顿法解出等式(18.50)的根δi，由此再更新参数向量λ

λ← λ+ δ.

最大熵模型与逻辑回归模型形式相似，都属于概率模型，于是统称它们为对数线性模型（Log

Linear Model）。

18.4.4. 模型参数最大似然估计

我们下面考察最大熵模型的最大似然估计与对偶模型参数优化之间的关系，并证明两者等价。

假设条件概率分布Pλ(y|x)是最大熵概率模型，我们通过最大化训练数据集上的对数似然函数

L(λ) = log
∏

x,y

Pλ(y|x)P̃ (x,y) =
∑

x,y

P̃ (x, y) logPλ(y|x), (18.52)

确定参数λ的最大似然估计λ̂ = argmax
λ

L(λ)。由于

L(λ) =
∑
x,y

P̃ (x, y) logPλ(y|x)

=
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
λifi(x, y)−

∑
x,y

P̃ (x, y) logZλ(x)

=
∑
x,y

P̃ (x, y)
∑
i
λifi(x, y)−

∑
x
P̃ (x) logZλ(x),

(18.53)

它与式(18.44)完全相同，由此可以证明：最大熵模型参数在训练数据集上的极大似然估计与对偶问

题优化等价。

18.4.5. 规则化模型

由于通过式(18.44)得到的模型可能出现过拟合，我们给目标函数添加一个正则化项[130]，以

控制模型的复杂度

L(λ) =
∑

x,y

P̃ (x, y)
∑

i

λifi(x, y)−
∑

x

P̃ (x) logZλ(x) +
1

2σ2

∑

i

λ2
i , (18.54)
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其中，σ > 0是正则化因子，添加了正则化项的目标函数是严格的凸函数。

18.5 隐马尔科夫模型

隐马尔科夫模型（Hidden Markov Model，HMM）᧿述由隐含未知参数的马尔科夫链随机生

成观测序列的过程，属于生成模型（Generative Model）➊。HMM是对马尔科夫模型的一种扩充，

20世纪60年代末70 年代初Leonard Baum等人[131, 132, 133, 134] 的研究工作奠定了HMM的理论

基础。70年代，卡内基梅隆大学的James Baker[135]和IBM的Frederick Jelinek等人[136]将其应用

到语音识别问题。后来，计算语言学家用它来处理英语文本的词性标注（Part-of-Speech Tagging,

POST），并取得极大成功。现在，HMM已经广泛应用于语音识别、自然语言处理、生物信息、模

式识别、信息抽取等领域[86]。

定义18.2 (马尔科夫链). 假设S是由有限个状态组成的集合，如果随机序列X在t + 1时刻所处的状

态st+1 ∈ S只与它在t时刻的状态st ∈ S 有关，而与它t时刻之前的所有状态均无关，即满足

P (st+1|st, st−1, . . .) = P (st+1|st),

则称随机序列X构成一阶马马马尔尔尔科科科夫夫夫链链链（Markov Chain），随机序列在不同时刻的状态序列构成一个

随随随机机机游游游走走走（Random Walk）路径。

假设S = {1, 2, . . . , n}表示有限个状态索引表，O = {1, 2, . . . ,m}表示有限个观测值或输出符号

索引表，X = {x1, x2, . . . , xT}表示一个长度为T的状态序列，Z = {s1, s2, . . . , sT}为观测序列X对

应的潜在状态序列，隐马尔科夫模型可以使用一个三元组Θ = (A,B,π)表示，其中A表示状态转移

矩阵A = (aij)n×n

aij = P (st+1 = j|st = i), 1 ≤ i, j ≤ n,

B表示观测值或输出符号的概率分布矩阵B = (bjk)n×m

bjk = P (xt = k|st = j), 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m,

π是初始状态概率分布π = (π1,π2, . . . ,πn)T

πi = P (s1 = i), 1 ≤ i ≤ n.

隐马尔科夫模型是一个双重随机过程，一重随机过程无法直接观测，只能通过状态转移矩阵᧿述，

另一重随机过程输出可以观察到的观测值或输出符号，通过输出符号的概率分布矩阵᧿述。实际

上，隐马尔科夫模型假设随机序列满足齐次马尔科夫性和观测独立性。所谓齐次马尔科夫性表示隐

➊ 机器学习模型通常可以划分为判别模型（Discriminative Model）和生成模型。在典型的机器学习问题中，常常会给定输入X 和输

出Y，通过寻找X 和Y之间的关系进行预测。判别模型通过给定X，寻找Y 的规律（如分类器），而生成模型试图确定X 和Y同时满足何

种规律。从概率的角度来看，判别模型对应着条件概率分布，而生成模型对应于联合概率分布。
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马尔科夫链在任意时刻t+ 1的状态只依赖于前一时刻t的状态，与时刻t、其他时刻马尔科夫链的状

态和观测值都无关，即

P (st+1|st) = P (st+1|st, xt, st−1, xt−1, . . . , s1, x1).

观测独立性假设任意时刻t的观测只依赖于时刻t马尔科夫链的状态，与其他时刻马尔科夫链的观测

值与状态均无关，即

P (xt|s1, x1, . . . , st, xt, st+1, xt+1, . . .) = P (xt|st).

隐马尔科夫模型可用以解决三类问题：评估问题、解码问题和学习问题。所谓评估问题是

指给定模型参数Θ = (A,B,π)和观测序列（Observation Sequence）X = {x1, x2, . . . , xT}，有效

估算出隐马尔科夫模型生成观测序列X的概率P (X;Θ)。解码问题是指给定模型参数Θ 和观测序

列（Observation Sequence）X，搜索最有可能生成观测序列X的隐含状态序列（State Sequence）

Z = {s1, s2, . . . , sT }。学习问题则是使用最大似然估计确定模型参数。我们下面就这三个问题介绍

隐马尔科夫模型的原理。

18.5.1. 评估问题：Forward-Backward算法

隐马尔科夫模型可以从状态指标集S = {1, 2, . . . , n}中产生nT个长度为T的潜在状态序

列Z = {s1, s2, . . . , sT }，每个潜在的状态序列都可能产生给定的观测序列X = {x1, x2, . . . , xT }。

评估问题在模型参数Θ = (A,B,π)和观测序列X的基础上，估算出模型生成观测序列X的概

率P (X;Θ)，根据全概率公式有

P (X;Θ) =
∑
Z
P (X|Z;Θ)P (Z;Θ)

=
∑
Z
P (x1, x2, . . . , xT |s1, s2, . . . , sT ;Θ)P (s1, s2, . . . , sT ;Θ)

=
∑
Z

[
P (x1|Z;Θ)

T−1∏
i=1

P (xi+1|x1, . . . , xi, Z;Θ)
][
P (s1;Θ)

T−1∏
i=1

P (si+1|s1, . . . , si;Θ)
]
,

根据隐马尔科夫模型的基本假设可知

P (xi+1|Z, x1, . . . , xi;Θ) = P (xi+1|si+1;Θ), P (si+1|s1, . . . , si;Θ) = P (si+1|si;Θ),

则有

P (X;Θ) =
∑
Z

T−1∏
i=1

[
P (xi|si;Θ)P (xi+2|xi;Θ)

]
P (xT |sT ;Θ)P (s1;Θ)

=
∑
Z
πs1

T−1∏
i=1

[asi,si+1bsi,xi ]bsT ,xT .

计算这个概率分布需要(2T − 1)nT次乘法运算，nT − 1次加法运算，计算量相当大。如果深入

概率分布P (X;Θ)的计算公式可以发现，对于每个可能的状态序列Z，都存在很多重复计算。为

此，Leonard Baum等人改进原始计算方法，在部分观测数据上定义局部概率分布，通过递推的

方式逐步完成对P (X;Θ)的计算。我们在下文分别介绍两种高效的计算方法：前向算法（Forward

Algorithm）和后向算法（Backward Algorithm）。
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前向算法利用时刻t之前所有观测数据，定义前向变量αt(i) = P (x1, x2, . . . , xt, st = i;Θ)。

它表示给定模型参数Θ，时刻t的状态为st，部分序列观测值为x1, x2, . . . , xt的联合概率。显然，

α1(i) = P (x1, s1 = i;Θ) = πibi,x1，根据基本假设，可以推导出相邻时刻前向变量αt+1(i) 和αt(i)之

间的关系

αt+1(i) = P (x1, . . . , xt, xt+1, st+1 = i;Θ)

=
∑
j∈S

P (x1, . . . , xt, st = j, xt+1, st+1 = i;Θ)

=
∑
j∈S

P (xt+1|x1, . . . , xt, st = j, st+1 = i;Θ)P (x1, . . . , xt, st = i, st+1 = j;Θ)

=
∑
j∈S

P (xt+1|st+1 = i;Θ)P (st+1 = i|x1, . . . , xt, st = j;Θ)P (x1, . . . , xt, st = j;Θ)

=
∑
j∈S

bi,xt+1P (st+1 = i|st = j;Θ)αt(j)

=
∑
j∈S

bi,xt+1ajiαt(j) =
[ ∑
j∈S

ajiαt(j)
]
bi,xt+1 ,

(18.55)

我们下面利用所有前向变量推导和估算模型生成观测序列X的概率P (X;Θ)

P (X;Θ) = P (x1, x2, . . . , xT ;Θ)

=
∑
i∈S

P (x1, x2, . . . , xT , sT = i;Θ)

=
∑
i∈S

αT (i).

(18.56)

估算需要n(n+ 1)(T − 1) + n次乘法运算，n(n− 1)(T − 1) + n次加法运算。

Algorithm 6前向算法（Forward Algorithm）
Input: 模型参数Θ = (A,B,π)，观测序列X = {x1, x2, . . . , xT}

1. 初始化前向变量α1(i) = πibi,x1，i ∈ S

2. for t = 1, 2, . . . , T − 1 do

计算前向变量αt+1(i) =
[ ∑
j∈S

ajiαt(j)
]
bi,xt+1 , i ∈ S.

3. end for

Output: 估算模型生成观测序列X的概率P (X;Θ) =
∑
i∈S

αT (i).

后向算法利用时刻t之后的所有观测数据，定义后向变量βt(i) = P (xt+1, xt+2, . . . , xT |st =

i;Θ)。它表示给定模型参数Θ，时刻t的状态为st，部分序列观测值为x1, x2, . . . , xt的条件概率。对

任意i ∈ S，后向算法初始化时刻T的后向变量βT (i) = 1，由此可以推导出其他时刻的后向变量

βt(i) =
∑
j∈S

P (xt+1, xt+2, . . . , xT , st+1 = j|st = i;Θ)

=
∑
j∈S

P (xt+2, . . . , xT |st+1 = j, xt+1, st = i;Θ)P (st+1 = j, xt+1|st = i;Θ)
(18.57)
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由于P (st+1 = j, xt+1|st = i;Θ) = P (xt+1|st+1 = j, st = i;Θ)P (st+1 = j|st = i;Θ)，根据基本假设

则有P (xt+1|st+1 = j, st = i;Θ) = P (xt+1|st+1 = j;Θ) = bj,xt+1，P (st+1 = j|st = i;Θ) = aij，所以

βt(i) =
∑

j∈S

βt+1(j)bj,xt+1aij . (18.58)

我们下面利用所有后向变量推导和估算模型生成观测序列X的概率P (X;Θ)

P (X;Θ) = P (x1, x2, . . . , xT ;Θ)

=
∑
i∈S

P (x1, x2, . . . , xT , s1 = i;Θ)

=
∑
i∈S

P (x2, . . . , xT |x1, s1 = i;Θ)P (x1, s1 = i;Θ)

=
∑
i∈S

β1(i)bi,x1πi.

(18.59)

估算需要n(n+ 1)(T − 1) + 2n次乘法运算，n(n− 1)(T − 1) + n次加法运算。

Algorithm 7后向算法（Backward Algorithm）
Input: 模型参数Θ = (A,B,π)，观测序列X = {x1, x2, . . . , xT}

1. 初始化后向变量βT (i) = 1，i ∈ S

2. for t = T − 1, T − 2, . . . , 1 do

计算后向变量βt(i) =
∑
j∈S

βt+1(j)bj,xt+1aij , i ∈ S.

3. end for

Output: 估算模型生成观测序列X的概率P (X;Θ) =
∑
i∈S

β1(i)bi,x1πi.

18.5.2. 解码问题：Viterbi算法

18.5.3. 学习问题：Baum-Welch算法

18.6 最大熵马尔科夫模型

最大熵马尔科夫模型（Maximum Entropy Markov Model，MEMM），也称条件马尔科夫模型

（Conditional Markov Model，CMM）是一类判别图模型（Discriminative Graphical Model），主

要应用于自然语言处理，解决词性标记（Part-of-speech Tagging, POST）、信息抽取（Information

Extraction）等问题。
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18.7 条件随机场

定义18.3 (概率无向图模型). 对于联合概率分布P (X)，可以通过一个无向图G = (V,E)来表示，

则图G中每个结点对应一个随机变量，每条边对应两个随机变量之间的依赖关系。如果概率分

布P (X) 满足成对、局部或全局马尔科夫性，则称其为概概概率率率无无无向向向图图图模模模型型型（Probability Undirected

Graphical Model），或马马马尔尔尔科科科夫夫夫随随随机机机场场场（Markov Random Field, MRF）➊。

马尔科夫随机场是马尔科夫链在多维空间上扩展，条件随机场（Conditional Random Fields,

CRF）是一类判别型无向图模型，对于重叠的、非独立性特征具有良好的兼容性。线性链条件

随机场（Linear Chain CRF）是一类特殊的CRF，实际上是无向图下的隐马尔科夫模型。如果

说HMM是序列型朴素贝叶斯模型，线性链CRF就是序列型逻辑回归模型。

线性链CRF模型对应条件概率

P (z1, . . . , zT |x1, . . . , xT ) =
1

Z exp

(∑

t

∑

i

λifi(zt, zt+1, x1, . . . , xT , t)

)
,

其中Z是标准化因子，fi是对应于时刻t的一个特征函数，λi是fi的权重，i = 1, 2, . . .。特征函数的

确定是CRF的核心工作。

➊ 条件随机场是无向图上的一类判别模型，受限玻尔兹曼机（Restricted Boltzmann Machine）是无向图上的一类生成模型，贝叶斯网

络（Bayesian Network）是一类有向无环图模型。
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第十九章 集成学习

集成学习（Ensemble Learning），最初称作委员会投票方法（Committee Voting Method），

是一种新型机器学习框架，使用多个（通常是同质的）弱学习器解决同一个问题。比如在分类模型

集成学习中，经常使用的弱学习器（分类器）是决策树分类器、神经网络分类器、贝叶斯分类器、

K近邻分类器等，许多优秀的算法如AdaBoost，GBDT都属于集成学习算法。集成学习技术已经在

行星探测、地震波分析、Web 信息过滤、生物特征识别等众多领域得到广泛应用，由于集成学习

可以有效地ᨀ高学习系统的泛化能力，已经成为业界研究的热点课题，并被列为机器学习四大研究

方向之首[137, 138]。

图 19.1: 集成学习框架

Thomas Dietterich[139]指出，集成学习有效可以归结于集成模型在统计、计算和模型表示三

个方面的优势，认为集成模型能够有效地降低统计误差、优化误差和模型误差，那么构造出优良的

集成模型自然水到渠成。

（1） 统计的原因：一个学习算法就是从假设空间H 中寻找最佳的近似模型（假设），然而学习算

法所使用的训练样本相对假设空间毕竟有限，假设空间中可能存在多个在训练集上精度相当

的假设模型，构造集成模型要比选取单个模型更加明智，同时也免除了选择错误模型而带来
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的风险。

（2） 计算的原因：许多学习算法通常会陷于局部最优，通过增加训练样本，即便消除了统计误

差，仍然不易找到全局最优的模型。每个假设模型实际上是从不同的初始点，不同的方向对

真实函数的一种近似，集成模型的效果是大大降低单个模型的近似误差。

（3） 表示的原因：在实际应用中，也许假设空间H 中的任何假设都不能表示真实的函数f，那么

通过加权形式集成的模型也就扩展了原始假设空间所表示的范围。

在标准的监督学习问题中，给定训练数据集S = {xi, yi}ni=1，其中xi ∈ Rm是包含m个特征的样

本，yi表示样本的标记。假设样本特征x同样本标记y之间的真实关系是y = f(x)，或者说样本是从

真实未知的分布P (x, f(x))中抽样得到。

假设当前学习的任务是训练一个分类器h，则分类器h就是未知函数f的一个假设。监督学习的

目标是从训练数据集中学习出最佳模型h ∈ H，从而使得损失函数的期望值最小：

h = argmin
g∈H

Ey,xL(y, g(x))

由于客观条件的限制，最终训练得到的模型还是会存在下面三种类型的误差（1）统计误差：由于

真实函数未知，模型训练使用的训练集只能通过采样构建，并基于它最小化经验风险。（2）优化误

差：优化损失函数的算法通常确定的是局部最优解，从而产生与全局最优解不一致的误差。（3）模

型误差：监督学习建立在给定形式的模型上，或基于一定的先验概率，在模型空间的子空间中搜

索，从而产生结构性的模型误差。集成学习的有效性分析，实际上就是分析集成模型降低统计误

差、优化误差或模型误差的能力。

)!*+",$%"&'#(

19.1 多样性

假设集成分类器F包含m个基本分类器{hi}mi=1，集成分类器的预测精度高于单个分类器的充分

必要条件[140]是：对于新的输入样本，单个分类器的预测精度要比随机猜测的高（Accurate），基

本分类器间的预测误差具有差异性（Diverse）[139]。有研究表明，预测误差差异性的增加能够改

善集成模型的性能：对于相同的输入，如果所有基本模型都给出相似的预测结果，则集成模型的泛

化误差大于基本模型泛化误差的加权平均值；如果基本模型的预测误差存在较大的差异性，则集成

模型的泛化误差远小于基本模型泛化误差的加权平均值。

A necessary condition for an ensemble to be more accurate than any of its individual mem-

bers, is that the classifiers are accurate and diverse[140]. An accurate classifier does better than

$%"&'#( 182 )!*+",$



19.2. 集成误差
!"#

random guessing on new examples. Two classifiers are diverse if they make different errors on

new examples. There are several ways to introduce diversity: by manipulating the training set

(by changing the weight of the examples[141, 142] or by changing the attribute values of the

examples [143]), or by manipulating the learning algorithm itself [139].

目前，常见的增加集成模型误差多样性的方法包括：使用不同的训练集合（行采样、列

采样）、使用不同类型的基本模型（模型结构、参数、初始化方式），整体而言可以分为同构

（Homogeneous）与异构（Heterogeneous）模型两种。比如，Bagging、Boosting集成的基本模型

是同构模型，Stacking集成的基本模型是异构模型。

Carbonell与Goldstein[144]认为，评价信息检索的指标不仅要关注“检索相关性”（Query Rel-

evance），还要考虑“信息新颖度”（Information Novelty）。他们引入“间隔相关性”（Marginal

Relevance）的概念，兼顾相关性与新颖度，并充分考虑用户的个性化需求，通过灵活设置权衡参

数，反映对二者的偏好程度。间隔相关性是相关性与新颖度的线性组合，选择备选文档的原则是最

大化间隔相关性：

MMR = argmax
di∈D\S

{
λsim1(di, q)− (1− λ)max

dj∈S
sim2(di, dj)

}
(19.1)

其中，D是文档集合，S代表已经选择的文档集，q表示检索词，qi, qj表示文档，sim1, sim2分

别是文档-检索词相关性、文档-文档相似性的度量，λ ∈ [0, 1]反映了对相关性偏好程度，比如

当λ = 1时，则仅仅以相关性为选择标准，当λ = 0，则新颖度是选择文档的主要依据。分析可以发

现，如果备选文档同检索词相关程度越高，备选文档同已选文档之间的相似程度越低，则MMR越

大。

由于精度-多样性两难问题（Accuracy-Diversity Dilemma），只有深入研究多样性同模型

精度之间的密切关系，才能通过恰当的权衡获得最佳的性能。对此，多人已经作出深刻的分

析[145, 146, 147]。不同类型的多样性对于集成学习的影响也不同，[148]中介绍了九种多样性度量，

[146]介绍了十种多样性度量。

19.2 集成误差

1992年，Stuart Geman等人[149]证明集成模型的预测误差可以分解为偏差、方差两部分

（Bias-Variance分解）

E(F − y)2 = (E(F )− y)2 + E(F − E(F ))2 = β2
F + σ2

F (19.2)

其中，y表示含有噪声的相应变量期望值，F表示集成模型，β2
F表示它的预测偏差，σ

2
F表示集成模

型的预测方差。图19.2形象解释了偏置与方差两个概念，偏置᧿述训练模型逼近真实模型的程度，

而方差则反映训练模型忽略真实信号，学习随机事物的程度。
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图 19.2: 飞镖投掷产生的偏置与方差

假设集成模型F是基本模型的凸组合：

F =
∑

i

ωihi (19.3)

其中，ωi是基本模型hi的权重，这里取ωi = 1/m，m是基本模型的个数。

根据基本模型的平均偏差β̄2
F、平均方差σ̄

2
F、平均协方差c̄F：

β̄2
F = 1

m

∑
i
(E(hi)− y)2

σ̄2
F = 1

m

∑
i
E(hi − E(hi))2

c̄F = 1
m(m−1)

∑
i

∑
j ̸=i

E(hi − E(hi))(hj − E(hj))

(19.4)

分解方差项σ2
F，从而将集成模型的预测误差分解成三个部分（Bias-Variance-Covariance分解）

[150]：

E(F − y)2 = E(
1

m

∑

i

hi − y)2 = β̄2
F +

1

m
σ̄2
F + (1− 1

m
)c̄F (19.5)

1995年，Krogh和Vedelsby[151]证明“集成模型的预测误差小于等于基本模型预测误差的加权

平均值”（Ambiguity分解），具体地

(F − y)2 =
∑

i

ωi(hi − y)2 −
∑

i

ωi(F − hi)
2 ≤

∑

i

ωi(hi − y)2 (19.6)

Bias-Variance分解可以部分解释Boosting与Bagging集成技术的有效性，比如[152]认为两者均

能降低分类误差中的方差项，[142]则称Boosting能够降低分类误差中的偏差项。
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19.3 提升算法

1984年，Leslie Valiant[153]ᨀ出可能近似正确（Probably Approximately Correct，PAC）学

习模型。➊ 1988年，Valiant与Kearns[155]给出“强可学习”和“弱可学习”的概念：在PAC学习框

架下，对于一个概念，如果存在一个多项式的学习算法，并且准确率很高，则称这个概念是（强）

可学习的，对应算法称为强学习算法；对于一个概念，如果存在一个多项式的学习算法，学习的准

确率略高于随机猜测，则称这个概念是弱可学习的，对应算法称为弱学习算法。与此同时，他们还

ᨀ出一个开放性的问题：在PAC学习框架下，略好于随机猜测的弱学习算法能否ᨀ升为任意精度的

强学习算法？如果可以，我们只要找到一种比随机猜测略好的弱学习算法就可将其ᨀ升为强学习算

法，而不必费心设计出复杂的强学习算法。

1989年，Robert Schapire[156]给出“强可学习与弱可学习等价”的数学证明，并设计出第一

个多项式时间的Boosting算法；次年，Yoav Freund[157]ᨀ出效率更高的“boost-by-majority”算

法，但是两种算法都要求预先知道弱学习算法学习正确率的下限，给弱学习算法的选择设置了硬性

的约束。1992年，Boosting首次用于ᨀ升神经网络模型OCR识别性能[158, 159]。1995年，两人对

“boost-by-majority”算法进行改进，ᨀ出了著名的AdaBoost算法（Adaptive Boosting）[160]。

两种算法效率相当，但AdaBoost没有对弱学习算法施加任何限制条件，更容易推广到实际应用。

1999 年[161]，两人引入置信分值的概念，将其扩展为广义的AdaBoost算法。目前，Boosting已经

可以处理分类[160, 162]、回归[163]与排序问题[164, 165]。

Boosting是一种典型的集成方法，其基本思想是通过迭代的方式构造弱学习器，依据弱学习器

在训练集上的性能调整训练样本的权重，性能越高则权值越大，反之亦然，通过强化学习性能不佳

的样例，构造出性能优良的集成模型。Boosting已经广泛应用到多个领域，如手写字符识别、图像

识别及检索、文本分类、语音识别等。

对于稳定性差的学习算法，如决策树、决策树桩、神经网络，数据集的微小扰动都能明显改变

学习的结果，Boosting倾向于使用它们作为弱学习算法，以增加误差产生的多样性，改善模型整体

性能。

19.3.1. AdaBoost

AdaBoost算法对训练数据集每个样本赋以一个初始权值，迭代地添加弱分类器，并将选择的

所有弱分类器组合作为最终的分类函数。在学习过程中，AdaBoost算法会实时调整样本权值，对

当前分类函数正确分类的样本降低权值，而对错误分类的样本增加权重。

19.3.2. LPBoost

➊ Valint的PAC与Vapnik的统计学习理论（SLT），成为当今学习理论的主流，是使用最广泛的两种框架，并在实际中发展出经典

的Boosting技术与SVM技术，1989 年，Anselm Blumer[154]等人首次将VC维与PAC联系起来。Leslie Valiant由此获得2010年的图灵奖，

成为学习理论的先驱人物。
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Algorithm 8 AdaBoost算法（二元分类）
Input: 训练集S = {xi, yi}ni=1，迭代次数T

• 初始化样本概率分布P1(i) = 1/n, i = 1, . . . , n

for t = 1, . . . , T do

1. 基于样本概率分布Pt训练弱学习器ht : X -→ {−1, 1}

2. 计算弱学习器的分类误差

ϵt =
n∑

i=1

Pt(i)I(ht(xi) ̸= yi) (19.7)

3. 给弱学习器赋权值

αt =
1

2
log

1− ϵt
ϵt

(19.8)

4. 更新概率分布

Pt+1(i) =
Pt(i)e−αtyiht(xi)

Zt
(19.9)

其中，Zt是标准化因子。

end for

Output: 最终分类模型H(x) = sgn
( T∑
t=1

αtht(x)
)

19.3.3. 大间隔模型：提升算法

1999年，Robert Freund与Yoav Schapire[166]建立起Boosting同“间隔”的关系

ρ = yf(x) = y
T∑

t=1

αtht(x) ∈ [−1, 1] (19.10)

其中，弱学习器ht的权值αt为

αt =
1

2
log

1−
∑
i
Pt(i)I

[
ht(xi) ̸= yi

]

∑
i
Pt(i)I

[
ht(xi) ̸= yi

] . (19.11)

19.3.4. 提升算法的缺陷

使用Boosting技术，能够在不依赖于先验知识的条件下，取得良好的预测性能。它也有缺点，

比如在一定程度上依赖于训练数据集和弱学习器的选择，当训练数据小或弱学习器性能太差时，就

会导致组合模型预测精度的下降。由于在迭代过程中，对噪声数据赋予了较大的权值，以增加其在

后续迭代中的学习强度，从而对模型的收敛速度构成负面影响。如何选择合适的迭代次数，确定

模型过拟合发生的条件，降低Boosting对噪声数据的敏感程度等，均是研究Boosting的重要课题。

研究人员针对Boosting方法的缺陷陆续ᨀ出改进算法，经典的如Breiman[167]ᨀ出的Arching算法

（Adaptive Re-sampling and Combining），Friedman等人[162] ᨀ出的LogitBoost 算法和Freund
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的BrownBoost算法[168]。

19.4 Bagging

Bagging（Bootstrap Aggregating）是第一个有效的集成学习算法，也是最简单的Arching

（Adaptive Reweighting and Combining）方法，由Leo Breiman于1996 年发明[141]。在Bagging

方法中，使用自举复制（Bootstrap Replicate）➊ 从原始数据集中产生多组新的训练集，利用这些

具有差异性的数据集训练学习多个分类器，并根据多数表决方法，组合多个分类器对新样本分类。

Bagging算法的基本流程如下：

1. 对原始训练集X，使用Boostrap方法复制构造m个大小与X相同➋的训练集S1, S2, . . . , Sm

2. 对每个训练集Si训练一个弱分类器hi，i = 1, . . . ,m

3. 对于新的数据x，使用多数表决方法，综合所有弱分类器进行分类：

ĉ = argmax
k=1,...,K

nk (19.12)

其中，K是分类的级别，nk是预测x的类别为ck的弱分类器个数：

nk =
m∑

i=1

I(hi(x) = k), k = 1, . . . ,K (19.13)

注解19.1. Bagging和Boosting的主要区别在于抽样方式不同，前者采用均匀抽样，而后者采用的方

法在依赖于模型预测的错误率。Bagging随机选择训练集，各轮训练集之间相互独立；Boosting各轮

训练集的选择与前面各轮的学习结果有关；Bagging各个预测函数没有权重，而Boosting 是有权重

的；Bagging的各个预测函数可以并行生成，而Boosting的各个预测函数只能顺序生成。绝大多数

情况，Bagging和Boosting都可以有效地提高分类的准确性，经验分析表明Boosting略胜一筹[169]。

19.5 Stacking

1992年，David Wolpert[170]ᨀ出Stacking框架，也称“Stacking Generalization”。

➊ Bootstrap一说源自Rudolf Erich Raspe的小说The Surprising Adventures of Baron Munchausen，主人翁Baron声称曾经揪着头发从沼泽

中把自己拉出来，后来经过传播异化为拽着鞋带把自己拉起来（Pull oneself up by one’s bootstraps），表示不可能完成的事。后来，计算

机发明以后，机器的启动称为Boot，实际上就是Bootstrap的简写，因为计算机启动是一个很矛盾的过程：必须先运行程序，然后计算机

才能启动，但是计算机不启动就无法运行程序。在统计学中，利用自举法构建新数据集的过程称为重采样（Resampling）：从原始数据集

进行多次有放回的采样，采样的次数等于原始数据集的大小。统计学中另外一种重采样方法是Jackknife，与Bootstrap类似，区别在它每

次从样本中抽样时只是去除几个样本（而不是抽样），像小刀一样割去一部分。

➋ 对于大型数据集，一般地要求每个抽样子集包含1 − 1/e ≈ 63.2%唯一样例
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19.6 随机子空间法

随机子空间法（Random Subspace Method，RSM或Attribute Bagging，AB）[171, 172]是一

种集成分类函数，属于随机森林算法的一般形式，不同的是随机森林由决策树组成，而随机子空间

分类器是由任意基本分类器组成。随机子空间法已经被应用到线性分类、支持向量机、最近邻分类

和其他类型的分类算法。

随机子空间法是在小样本高维度的训练数据集（小n大p）背景下ᨀ出来的，通过组合多个不

同特征的分类器增加集成模型分类的互补性，对于改善模型性能大有裨益。

假设训练数据集中有n个样本，而每个样本的特征维数是p，随机子空间法的基本步骤如下：

（1） 设定子空间的维度p0以及弱分类器的个数m，一般地，p0 < p。

（2） 对每个弱分类器hi，从p个特征中不放回（Without Replacement）地选择p0维特征，生成一

个训练集，并训练分类器hi。

（3） 对于新的样本，通过多数表决规则（Majority Voting Rule）或组合后验概率的方式，根

据m个弱分类器的分类结果确定新样本的最终分类。

19.7 加性树丛模型

加性树丛模型（Additive Groves，AG） [173]由自举的加性模型（Bagged Additive Model）

构成，以决策树为基本模型实现对非线性成分的拟合。由于它吸收了Bagging模型的思想，可通过

增加迭代次数降低过拟合的风险，总体性能优于Bagging、Boosting、随机森林等决策树集成方法。

每个树丛都可以通过一组更小的树丛循环构建，从而能够在自举迭代过程，生出大小不一的一堆树

丛。加性树丛模型含有两个参数：树的个数与树的大小。

19.8 维数约减

信息化技术的快速发展产生了大量高维非结构化的数据，在人脸识别、生物信息等领域，需

要从高维数据中发现数据内在结构信息，并识别出本质特征。维数约减（Dimension Reduction），

简称“降维”，也称低秩近似（Low-Rank Approximation）是处理高维数据的一种常用技术，将

高维数据转至低维表达空间。

降维问题是在给定矩阵A ∈ Rm×n和数值精度ϵ > 0，搜索A的最佳近似矩阵Â ∈ Rm×n，即满

足∥A− Â∥F ≤ ϵ∥A∥F，并且在所有符合条件的矩阵集合内Â的秩最小。

矩阵分解算法（Matrix Factorization）是一类重要的降维工具，流行的分解算法包括LU分

解（三角分解）、QR分解和奇异值分解（Singular Value Decomposition，SVD）、概率矩阵分解

（Probabilistic Matrix Factorization，PMF）。低秩模型是高效处理高维数据的新工具，新近兴起
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的稀疏表示（Sparse Representation）和压缩传感（Compressed Sensing）在图像或视频压缩领

域获得巨大成功，能够充分利用图像或视频的时空相关性，实现有效压缩。矩阵填充（Matrix

Completion）是一种特殊的低秩模型，它能够在矩阵数据部分缺失时，利用矩阵行列间的相关性

恢复矩阵的低秩结构，广泛应用于机器控制、图像处理（如去噪）等领域。

19.8.1. 奇异值分解

奇异值分解（简称SVD）是一种经典的矩阵分解方法，广泛应用于伪逆计算、信号处理，图像

压缩、生物信息处理等工作。本文主要考虑实数矩阵上的分解问题。

命题19.1. 对于任意实数矩阵A ∈ Rm×n，矩阵AAT ∈ Rm×m、ATA ∈ Rn×n都是半正定矩阵，并

且两者存在相同的非零特征值。假设矩阵ATA的特征值是σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ . . . ≥ σ2
n ≥ 0，对应单位特

征向量是v1, v2, . . . , vn。如果m < n，则σ2
1 , . . . ,σ

2
m也是矩阵AAT的特征值，AAT的对应单位特征

向量是u1, u2, . . . , um。如果以u1, u2, . . . , um为列构成矩阵U ∈ Rm×m，以v1, v2, . . . , vn为列构成矩

阵V ∈ Rn×n，以矩阵A的奇异值作为对角元的对角阵Σ ∈ Rm×n，则矩阵A可以直接表示成三个矩

阵的乘积A = UΣV T，这种分解方法称作矩阵A的奇异值分解。

任意实数矩阵A ∈ Rm×n都可以分解成三个矩阵乘积的形式

A = UΣV T (19.14)

其中，Σ ∈ Rm×n是对角阵，U ∈ Rm×m，V ∈ Rn×n都是正交阵，即UUT = Im, V V T = In。

如果将Σ, U, V分别展开，则有：

U = (u1, u2, . . . , um), ui ∈ Rm (19.15)

V = (v1, v2, . . . , vn), vj ∈ Rn (19.16)

Σ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0 0 · · · 0

0 0
. . . 0 0 · · · 0

0 0 · · · σm 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(19.17)

这里假设m < n。

对于任意的i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}，矩阵U, V 的列向量ui, vj分别是AAT , ATA 的特征

向量，故称ui, vj 为矩阵A的左、右奇异向量，Σ 的对角元素σi称作矩阵A的奇异值，是AAT或

者ATA特征值的算术平方根。不失一般性，假设σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σm。
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下文主要就这种关系给予简单证明。由于A = UΣV T，则AT = V ΣTUT，那么

AAT = UΣV TV ΣTUT = UΣΣTUT = U

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2
1 0 · · · 0

0 σ2
2 · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 · · · σ2
m

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
UT =

m∑

i=1

σ2
i uiu

T
i (19.18)

类似地可得：

ATA = V ΣTUTUΣV T = V ΣTΣV T =
n∑

j=1

σ2
j vjv

T
j (19.19)

由此可得：

AATuk =
m∑

i=1

σ2
i uiu

T
i uk = σ2

kuk (19.20)

ATAvl =
n∑

j=1

σ2
j vjv

T
j vl = σ2

l vl (19.21)

说明uk, vl分别是AAT , ATA的一个特征向量，对应的特征值分别是σ2
k,σ

2
l。

SVD在实际使用时，通常仅仅选择最大的前r个奇异值以及U, V对应的r列向量，即可对矩

阵A很好地近似：

Ãr =
r∑

i=1

σiuiv
T
i (19.22)

可以证明，Ãr是所有秩为r的m× n矩阵中，与矩阵A最近似的矩阵。

观察A的分解式，可以发现：

A =
m∑

i=1

σiuiv
T
i = σ1u1v

T
1 + . . .+ σmumvTm (19.23)

矩阵的A奇异值分解实际上是将其分解成一组秩为1的矩阵线性加权的形式，这里，奇异值是加权

权值。从这个角度出发，我们在下文就SVD在推荐系统中的应用，介绍分解式中的矩阵U, V所代表

的真实含义。

推荐问题通常都涉及到用户对物品的评价，从而构成系统评价矩阵A ∈ Rm×n，矩阵的行代表

用户，列代表物品，通常由于用户的数目远远多于物品数量，所以有m ≫ n。根据矩阵U, V的定

义，它们的列向量是由AAT , ATA的（标准化的）特征向量构成。如果对评价矩阵行分块，即

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A1

A2

...

Am

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(19.24)
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其中，Ai ∈ R1×n, 1 ≤ i ≤ m，实际上代表一个用户评价向量。由此，可以得到

AAT =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A1

A2

...

Am

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(AT

1 , A
T
2 , . . . , A

T
m) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1AT
1 A1AT

2 . . . A1AT
m

A2AT
1 A2AT

2 . . . A2AT
m

...
...

. . .
...

AmAT
1 AmAT

2 . . . AmAT
m

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(19.25)

如果A的元素是多元评价等级，那么根据余弦相似度定义可知，AiAT
j代表用户i, j的评价向量

内积，反映了二者之间的相似程度，如果A的元素是二元评价等级（0−未评价，1−评价），则AiAT
j

即是两个用户同时评价的物品数目，也是一种相似关系的度量，AAT实际上就是用户群相似度矩

阵。

由于矩阵U的列向量是由AAT的标准特征向量构成，并且根据特征值与特征向量的统计学意义

可知，特征值越大，对应特征向量方向上点的离散程度越高。不妨设想一下极端的情况，数据点只

在两个维度（特征）上是不同的，在其他维度上数值完全一致，那么在其他维度上，点的离散程度

为0，对于数据分类、聚类等任务，没有任何价值，相反，剩余两个维度是区分数据点的关键。也

就是说，数据点的其他特征是冗余信息，将其删除百利而无一害。从信息熵的角度来看，混杂度越

大（熵越大）的方向包含的信息量越大。

SVD的计算复杂度是O(m3 + n3)，在处理高维数据时会产生很大的问题。据悉，Google已经

实现并行化SVD，可以扩大SVD实际应用的范围。

注解19.2. 矩阵分解是对原始评分矩阵数据从多个维度所作的近似与还原，利用分解模型，可以构

建项目间或用户间相似性矩阵（一阶或高阶），利用相似矩阵，可以进行对象的聚类分析，以簇或

分组为单位可以显性地表示对象间的关系，对于理解隐语义模型内在机理大有裨益。此外，我们

也可以直接从相似性矩阵的分块特征上与其他传统相似性度量进行比较和联系。我们还要思考：

AAT 的特征向量同用户之间的关系？与KNN算法存在什么样的关联？

19.8.2. 主成分分析

假设多元随机变量X = (X1, . . . , Xm) ∈ Rn×m每个特征对应一个随机变量，每一行可以表示一

个抽样数据。为了刻画特征之间的相关关系，我们可以计算所有特征序的相关系数，并构造X上的

相关系数矩阵R。如果对原始数据逐列进行Z-Score标准化，不会影响到相关系数矩阵，则有

X̄1 = 0, var(X1) = 1, R =
1

n− 1
XTX.

如果特征彼此间存在相关性，则会产生一定的冗余信息。为剔除冗余信息，1901年卡尔·皮

尔逊Karl Pearson[174]ᨀ出一种流行至今的线性降维方法：主成分分析（Principal Component

Analysis，PCA）。如果多元随机变量，它利用一个特殊变换A = (A1, . . . , Am) ∈ Rm×m 重新组合
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原始特征集，构建出一组彼此线性无关的新特征Y = (Y1, . . . , Ym) ∈ Rn×m。如果A满足性质

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A1 = argmax
A0

var(XA0),

Ai = argmax
A0⊥{Aj}i−1

j=1

var(XA0), 2 ≤ i ≤ m,

∥Ai∥2 = 1, 1 ≤ i ≤ m.

(19.26)

则称A是正交矩阵，相应地新特征

Yi = XAi (19.27)

称作映射空间上的第i个主成分，1 ≤ i ≤ m。

命题19.2. 主成分相互独立，即对任意的Yi与Yj，都有相关系数ρ(Yi, Yj) = 0。此外，主成分和原始

变量间满足相关关系ρ(Yi, Xj) = Aij。

命题19.3. 主成分方差顺次递减var(Y1) ≥ var(Y2) ≥ . . . ≥ var(Ym)，并且保持总方差不变，满

足
∑m

i=1 var(Yi) =
∑m

i=1 var(Xi) = m。

命题19.4. 假设X上的相关系数矩阵为R，则Ai是R的第i个特征向量，且对应特征值λi = var(Yi)，

1 ≤ i ≤ m，从而有λ1 ≥ . . . ≥ λm ≥ 0。

根据命题可知，主成分Y的方差值或相关系数矩阵R的特征值体现出原始数据的信息量，方差

越大则所含信息量越大。在数据处理时，为了能够实现降维并确保最小化信息丢失，我们可以使用

阈值法，比如设定一个百分比下限θ，比如95%，在前K个主成分的方差（相关系数矩阵R的K个最

大特征值之和）占总方差（所有特征值之和）的比例超过θ以后

K∑

i=1

var(Yi) ≥ θ
m∑

i=1

var(Yi) = mθ,

则认定它们所包含的信息量足够高，从而可使用它们以近似表示原始高维空间

Ŷ = (Y1, . . . , YK) = X(A1, . . . , AK) ∈ Rn×K ,K ≪ m. (19.28)

19.8.3. 局部线性嵌入

局部线性嵌入（Locally linear Embedding，LLE） [175]是一种非线性降维方法，能够在降维

后保持数据的原始流形结构，也是流形学习方法的一个经典工作。

19.8.4. 拉普拉斯特征映射

拉普拉斯特征映射（Laplacian Eigenmaps）
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19.8.5. 自组织映射网络

自组织映射（Self Organizing Map，SOM） [96]，也称自组织特征映射（Self Organizing

Feature Map，SOFM）是由芬兰赫尔辛基理工大学教授Teuvo Kohonen发明的一种特殊的神经网

络结构，通过无监督学习将输入样本映射至低维表示空间（二维或一维），并能保持原有数据的拓

扑结构。

19.8.6. 自适应交近似算法

自适应交叉近似算法（Adaptive Cross Approximation，ACA）是由Bebendorf和Rjasanow[176]共

同ᨀ出的一种低秩分解算法，首先将边界元（Boundary Element）矩阵分成若干块，然后对每一

块（不包括对角线附近的块）做低秩分解。

传统边界元方法使用的系数矩阵A是满秩的，其中A中的每个元素都需要显式存储和参与运

算。ACA算法的基本原理是：通过树状结构递归地将A分解为一系列子矩阵Ai
mi×ni

的集合，每个

子矩阵对应mi 个源点和ni个场点，当源点集合和场点集合距离足够远，则Ai
mi×ni

的秩很低，从而

可以使用一组向量内积的和进行低秩近似：

Ai
mi×ni

≈
k∑

l=1

UlV
T
l (19.29)

其中，向量Ul ∈ Rmi , Vl ∈ Rni；k表示向量的个数，与低秩近似残差阈值ϵ有关，通常k ≪ mi，k ≪

ni。由此可见，通过ACA低秩近似，对原子矩阵Ai
mi×ni

的存储量从O(mini)降低至O[k(mi + ni)]，

并且在进行矩阵-向量乘积时，能够减少运算量。假设向量X ∈ Rni

Ai
mi×ni

X ≈ (
k∑

l=1

UlV
T
l )X =

k∑

l=1

wlUl (19.30)

由此可见，矩阵-向量乘积问题就转化为简单的线性加权问题，权值为wl = V T
l X, l = 1, . . . , k，近

乎线性复杂度。

19.9 特征选择

从理论上来看，特征越多则ᨀ供的信息也就越多，但是，现实世界表明，该论断并非总是成立

的。特征选择（Feature Selection）有时又称特征子集选择（Feature Subset Selection，FSS）或者

属性选择（Attribute Selection）➊，属于机器学习预处理过程，通过降低数据的维数、剔除噪声数

据和冗余特征，能够有效改善模型的学习精度与泛化能力，ᨀ高训练模型的效率。

目前，大多数特征选择的方法用于分类问题，基本上可分为三类[177]：过滤模式（Filter

Method）[178]、包装模式（Wrapper Method）[179]和嵌入模式（Embedded Method）[180]。

➊ 苍梧：特征选择常用算法综述
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过滤模式将特征选择视为预处理步骤，与分类模型无关。它对每个特征计算一个相关性分值，

分值低的特征将从特征空间中剔除。过滤模式易于扩展到高维特征数据，计算效率高、开销小，与

具体分类模型无关。在过滤模式中，特征子集的搜索独立于模型假设空间上的搜索，并且在计算特

征的相关性时，独立分析，忽视了特征之间的依存关系（Feature Dependency）。过滤模式存在两

个代表性的模型：Relief算法[181]和Focus算法[182]。

包装模式在特征子集的搜索过程，训练分类模型，使用一个预测模型给特征子集评分。包装模

式对每个特征子集训练一个分类模型，模型在测试集上的预测误差用以衡量特征子集。随着特征数

目的增大，特征子集的数目呈指数增加。为了搜索整个特征空间，人们陆续ᨀ出多种启发式搜索方

案以搜寻最优特征子集。由于包装模式对于每个特征子集都需要训练一个预测模型，计算成本较

高，并且容易产生过拟合问题。

嵌入模式在模型选择（训练、搜索）的同时选择最佳特征子集，将特征选择直接内嵌到到学习

算法。与包装模式相比，嵌入模式的计算开销更小。典型的嵌入模式特征选择算法是决策树算法，

如Quinlan的ID3、C4.5[108, 109]和Breiman的CART算法[111]等，在树增长的过程，每个递归步骤

都必须选择一个特征，将样本集合划分成更小的子集，选择特征的依据通常是划分以后子节点的纯

度，子节点越纯则表明划分效果越佳，可见决策树生成的过程就是特征选择的过程。

19.9.1. Relief

1992年，Kira和Rendellᨀ出了著名的Relief算法[181]，它属于一种特征加权算法（Feature

Weighting Algorithm），根据各个特征与类别的相关性赋予不同的权重，如果权重小于给定的阈值

则将其剔除。

19.9.2. 贪婪搜索算法

从整个特征空间选择特征，主要依赖两个指标：特征的重要程度、特征间的相似性。特征的重

要程度容易计算，只要将单个特征独自作为一个排名模型，特征值便是预测结果，同真实相关等级

比对，计算MAP、NDCG等评价指标立时可以作为特征的重要性权值。根据特征间的相似性，可

以决定哪些特征可选，哪些特征冗余。但凡与已选特征高度相似的，即可认定是冗余特征，反倒是

那些差异较大的特征，对于排序模型性能的ᨀ升多有裨益。计算相似性分值的指标很多，可以是余

弦相似度，也可以是肯德尔距离。

假设特征空间F含有d个特征：F = {f1, . . . , fd}，[183]通过下面的优化问题选择特征：

max
a

d∑
i=1

ωiai

min
a

d∑
i=1

∑
j ̸=i

sijaiaj

s.t. ai ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , d
d∑

i=1
ai = m

(19.31)
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其中，a = (a1, . . . , ad)表示特征选中与否的标识，如果特征（比如fi）被选中，则ai = 1，否

则ai = 0；ωi表示特征fi的权重；sij表示特征fi, fj的相似度，并且满足sij = sji；0 < m ≤ d是预先

设置的入选特征的个数。

模型(19.31)是个多目标优化问题，为方便计算，将其转化为单目标优化问题：

max
a

d∑
i=1

ωiai − λ
d∑

i=1

∑
j ̸=i

sijaiaj

s.t. ai ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , d
d∑

i=1
ai = m

(19.32)

模型中，参数λ > 0是权衡特征重要程度与特征相似度的因子。

由于时间复杂度高达O(
(
d
m

)
)，使用穷举法求解(19.32)是不现实的，自然需要构思高效的求

解方法，比如Geng等人使用贪婪搜索算法（Greedy Search Algorithm，GSA）将时间复杂度降

至O(dm)[183]。

Algorithm 9 GSA: Greedy Search Algorithm of Feature Selection
Input:

使用特征集合F中全部特征作为结点，构造无向图G，图中每条边的权值表示边的两个特征结

点的相似度；S表示选中的特征集，并初始化为S = φ；给定单目标优化中使用的参数λ。

1: for t = 1, . . . ,m do

2: 从G中选取权值最大的特征结点，记为fkt

3: 根据fkt与其他结点的相似度，惩罚其余诸结点，更新它们的权重：

ωi ← ωi − 2λsikt , i ̸= kt

4: 将特征fkt添加至S中，并从G中剔除与结点fkt有关联的边：

S ← S
⋃

{fkt}, G← G \ {fkt}

5: end for

Output: Sm

下面我们证明[183]：在不改变已入选特征的条件下，GSA能够找到(19.32)的最优解。

证明：假设经过t次迭代，入选的最优特征集合St = {fki}ti=1，未入选的某个结点fj权值为

ωj − 2λ
t∑

i=1

ski,j (19.33)

根据GSA的目标函数，在第t+ 1次迭代，基于如下原则选出最佳特征：

max
t+1∑

i=1

ωki − λ
t+1∑

i=1

∑

j ̸=i

sktiktj
(19.34)
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由于sktiktj
= sktj kti

，则有
t+1∑
i=1

∑
j ̸=i

sktiktj
= 2

t∑
i=1

t+1∑
j=i+1

sktiktj
，则目标函数可分解为两部分：

{ t∑

i=1

ωki − 2λ
t−1∑

i=1

t∑

j=i+1

sktiktj

}
+

{
ωkt+1 − 2λ

t∑

i=1

sktikt+1

}
(19.35)

第一部分是常数，因此，(19.34)等价于如下的优化问题：

max ωj − 2λ
t∑

i=1

skti ,j
(19.36)

可见，GSA搜索方法确能找到(19.32)最优解。

GAS属于过滤模式的特征选择方法，作为预处理步骤，其效果需要使用具体的排名模型予

以检验。 [183]使用SVMRank与RankNet两种模型试验发现，相比基准的特征选择方法信息增益

（Information Gain, IG）与卡方（Chi-square，CHI），GAS表现突出。如果数据集中各个特征的

表现存在明显的差异，利用特征的重要性最大化、特征间相似性最小化的原则选择特征，可以有效

消除噪声的影响，效果ᨀ升相当显著。

GAS在构建无向图G时，需要计算所有特征对的相似度，如果数据集是高维特征，会产生大量

的计算开销，制约其扩展能力。 [184] 借鉴用于分类特征ᨀ取的Relief 算法[181]ᨀ出两种特征选择

模型：RankFilter与RankWrapper，扩展性能较之GAS更佳，并且计算效率较高。

19.9.3. FS-BFS

FS-BFS（Feature Selection-Best First Search）属于包装模式的特征选择方法[185]，先使

用Best First搜索方法把特征空间划分成k 个互不相交的特征子集，再应用坐标下降法（Coordinate

Descent）给特征子集赋权。FS-BFS计算开销较大，因此对于大数据集，扩展性欠缺。
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第二十章 推荐系统

传统搜索算法只能呈现给所有的用户相同的搜索结果，无法针对用户的兴趣偏好ᨀ供个性化的

服务，这种在信息爆炸时信息的利用率反而降低的现象称为信息过载 （Information Overload）。

个性化推荐，包括个性化搜索，被认为是当前解决信息过载问题最有效的工具之一。推荐是一种特

殊形式的信息过滤 （Information Filtering），通过挖掘用户历史行为、用户间或物品间的相似关

系，给网络终端用户ᨀ供符合其个性偏好的信息列表。

推荐系统是一种网络应用，可以代替用户评估其从未看过的产品，如书籍、电影、网页、酒

店、音乐等，推荐经过一个从已知信息中学习，然后对未知世界进行预测的过程。一个完整的推荐

系统由三个部分组成：收集用户信息的行为记录模块，分析用户偏好的模型分析模块和推荐算法模

块。行为记录模块负责记录用户的偏好行为，如评价、购买、浏览、问答、下载等。模型分析模块

的主要目标是使用用户行为记录模块的信息构造出用户的潜在兴趣模型。推荐算法模块则是利用

后台推荐算法实时地从产品集合中筛选出用户感兴趣的产品，生成推荐列表给用户。

根据推荐算法的不同，推荐系统大致可以分成三类：协同过滤推荐系统、基于内容的推荐系

统、混合推荐系统。

)!*+",$%"&'#(

20.1 协同过滤

协同过滤系统是第一代被ᨀ出并得到广泛应用的推荐系统，其核心思想可以分成两部分：1）

利用用户历史行为数据计算用户之间的相似性，2）根据与目标用户相似性高的用户集合（邻域）

对其他物品的评价数据，预测目标用户对未知对象的偏好程度，并以此对目标用户进行推荐。协

同过滤系统最大的优点是对推荐对象没有特殊的要求，它能处理音乐、电影等难以进行文本结构

化表示的对象。另一方面，协同过滤系统也面临几个重要的问题：冷启动（Cold Start）、稀疏性

（Sparsity）和可扩展性（Scalability）。

协同过滤系统的算法大致可以分成两类：基于记忆的（Memory-based）和基于模型（Model-

based）的推荐算法。在协同过滤系统中，建立用户与物品之间关系最常见的方式就是评分，给定
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一个用户，系统中物品与给定用户的关系无非是已经评价或没有评价两种。基于记忆的协同过滤系

统的目标是利用系统中历史评价信息，通过用户之间或者物品之间的相似关系，预测指定用户对于

未评价物品的偏好程度，从而可能给出的评分。如果系统利用的是用户之间的相似关系进行协同过

滤推荐，则称此系统为基于用户的协同过滤系统（简称UserCF）；反之，如果利用物品之间的相似

关系进行预测，则称其为基于物品的协同过滤算法（简称ItemCF）。

我们定义如下基本的数学符号，将在本章统一使用它们：

• U -用户集合

• I -物品集合

• A = (rui)m×n -用户对物品的评分矩阵

• rui -用户u对项目i的历史评分

• pui -用户u对项目i的模型预测评分

• zuv -如果项目集中存在至少一个项目由用户u和v 共同评价过，则zuv = 1；否则，zuv = 0

• zij - 如果用户集中存在至少一名用户既评价过项目i 又评价过项目j，则zij = 1；否则，

zij = 0

• zui -如果用户u评价过项目i，则zui = 1；否则，zui = 0

• Ui -评价过物品i ∈ I的用户集合，Ui = {u ∈ U|zui = 1}

• Iu -系统推荐给用户u或u评价过的商品集合，Iu = {i ∈ I|zui = 1}

• Uij = Ui

⋂
Uj = {u ∈ U|zui = zuj = 1} -既评价过物品i又评价过物品j 的用户集合

• Iuv = Iu

⋂
Iv = {i ∈ I|zui = zvi = 1} -系统推荐给用户u和v相同的物品集合或两者均评价过

的物品集合

• r̄u = 1
|Iu|

∑
i∈Iu

rui -用户历史平均评分

• r̄i =
1

|Ui|
∑

u∈Ui

rui -物品历史平均得分

• suv -用户u ∈ U和v ∈ U 的相似度

• sij -物品i ∈ I和j ∈ I 的相似度

• N (u;κ) -用户集中与用户u ∈ U相似度最高的κ名用户，也称用户u的κ近邻

• N (i;κ) -物品集中与物品i ∈ I相似度最高的κ个物品，也称物品i的κ近邻
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在协同过滤计算时，建立用户间或项目间的相似度关系是重要的一环。目前，使用最多的相似

性度量主要是余弦相似度（Cosine Similarity）、修正的余弦相似度（Adjusted Cosine Similarity）

和皮尔逊相关系数（Pearson Correlation Coefficient）。给定项目i与j，两者之间的余弦相似度为

评分矩阵A中i列和j列评分向量的余弦值：

sij =

∑
u∈U

ruiruj
√∑

u∈U
r2ui

√∑
u∈U

r2uj
. (20.1)

余弦相似度度量的相似度存在一个重要的缺陷，它没有考虑到不同用户的评分尺度的差异。对于同

一个项目，部分用户评分偏高，而部分用户评分又可能偏低。为了弥补这一缺陷，研究人员对余弦

相似度度量进行修正，对每个评分减去对应用户的平均评分量，然后再计算项目之间的相似度：

sij =

∑
u∈Uij

(rui − r̄u)(ruj − r̄u)

√ ∑
u∈Uij

(rui − r̄u)2
√ ∑

u∈Uij

(ruj − r̄u)2
, (20.2)

其计算仅限于共同评价过两个项目的用户。

在基于物品的协同过滤推荐中，使用修正的余弦相似性度量物品间的相似性更佳，然而在基于

用户的协同过滤推荐中皮尔逊相关系数更为有效 [186]。对于用户u和v，两者的历史平均评分分别

是r̄u 和r̄v，则有

suv =

∑
i∈Iuv

(rui − r̄u)(rvi − r̄v)

√ ∑
i∈Iuv

(rui − r̄u)2
√ ∑

i∈Iuv

(rvi − r̄v)2
, (20.3)

其计算与修正的余弦相似度类似，仅仅限于用户u和v共同评价过的项目集Iuv。

20.1.1. 基于用户的协同过滤算法

基于用户的协同过滤算法（User-based Collaborative Filtering）根据用户之间的相似性关系，

间接地预测用户u对物品i的可能评分。我们结合皮尔逊相关性度量方法，可以建立如下形式的预测

模型：

pui = r̄u +

∑
v∈Ui

γuv(rvi − r̄v)

∑
v∈Ui

|γuv|
, (20.4)

其中，γuv = suv|suv|ρ−1是关于皮尔逊相关性的一种转换，以降低噪声数据对预测的干扰。实

验[187, 188]表明ρ = 2.5时，可以取得不错的效果。

由皮尔逊相关性分析可知，可能存在相当比例的用户与用户u没有太大的相关性。为此，研

究人员在相似度度量的基础上，从用户集中筛选出部分与用户u相关性强的用户参与运算。比如，

择出最相似的部分用户N (u; k)，利用它们对物品i的历史评分数据，基于如下公式估计用户u对物
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品i的评分：

pui = r̄u +

∑
v∈N (u;k)

suv(rvi − r̄v)

∑
v∈N (u;k)

|suv|
. (20.5)

20.1.2. 基于物品的协同过滤算法

基于物品的协同过滤算法[189, 190] （Item-based Collaborative Filtering）预测用户u对物

品i的评分，最基本的形式是使用用户u对物品i相似的其他物品评分的加权平均值作为预测值[186]

pui =

∑
j∈N (i;k)

sijruj

∑
j∈N (i;k)

|sij |
, (20.6)

其中，N (i; k)表示与物品i相似度最高的k个物品所构成的近邻集合。

20.2 Slope One

协同推荐算法最基本的是基于用户的协同推荐和基于物品的协同推荐算法，在处理海量数

据时，由于计算量大，扩展性容易遭遇瓶颈。为此，研究人员ᨀ出许多基于模型的协同过滤算

法，根据评价数据推断和学习用户的行为模型，实现高效的预测评分。2005年，Daniel Lemire

和Anna Maclachlan [188]ᨀ出Slope One，它是一种新颖的基于模型的评分预测模型，在处理海

量数据时依然可以保证良好的运算速度与推荐效果。目前，研究人员已经将其引入到其他模

型[191, 192, 193, 194]，以改善推荐系统的推荐精度，并成为各种在线推荐系统的一个重要算法。

Slope One算法从拟合一个单变量线性回归模型出发，在不需要计算项目间或用户间相似度

的基础上，确立一种评分预测的策略。假设我们使用训练集{xi, yi}ni=1拟合一个简单的线性回归模

型f(x) = x+ b，则根据预测误差平方和最小化，我们可以确定最佳的参数b∗

b∗ = argmin
b∈R

1

n

∑

i

[
f(xi)− yi

]2
=

1

n

∑

i

(yi − xi). (20.7)

对于新的输入数据x0，我们可以利用训练得到的模型f(x) = x + b∗ 进行预测y0 = f(x0) =

x0 +
∑
i
(yi − xi)/n。如果将推荐系统所有存在共同评价用户的项目评分组成训练集{rvi, rvj}v∈Uij

i,j∈I，

则可以建立一种简单的线性评分预测模型。如果用户u只评价过项目j，且项目对(i, j)存在共同评

价用户，则模型预测用户u对项目i的评分只依赖于他对项目j的历史评分、项目对(i, j)的平均评分

差值

pui = ruj +
1

|Uij |
∑

v∈Uij

(rvi − rvj) = ruj + δij , (20.8)

其中，δij为项目对(i, j)的平均评分差值。如果用户u 评价过的项目很多，并且能够与项目i存在共

同的评价用户，那么模型的预测就建立在所有这些历史评分的基础之上

pui =
1

|Zui|
∑

j∈Zui

(ruj + δij). (20.9)
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集合Zui = {j ∈ Iu|zij = 1, j ̸= i} 是用户u评价过的且与i享有共同评价用户的项目集合。如果评分

矩阵足够稠密，则Zui ≈ Iu，由此我们可以取得其近似值

pui ≈ r̄u +
1

|Zui|
∑

j∈Iu

δij . (20.10)

I. 加权Slope One

在实际应用中，系统中不同项目的评分数量可能存在较大差异。比如，系统中有10,000名用

户曾经评价过项目对(i, j)，却只有区区200名用户评价过项目对(j, k)，显然项目对评分数量的巨

大差异一定会影响到Slope One模型在预测时的偏倚。为此，Daniel Lemire 和Anna Maclachlan

[188]利用项目对评价的数量对Slope One进行改进，ᨀ出一种加权型的Slope One算法

pui =
1∑

j∈Iu\{i}
|Uij |

∑

j∈Iu\{i}

(ruj + δij)|Uij |. (20.11)

II. Bi-Polar Slope One

从数值上来看，用户对项目的评分越高表明对项目越喜欢，反之则不喜欢。然而，不同的用户

对于同一个项目，可能由于个人偏好、性格的差异，相同的评分所表达的好恶强度亦有所不同。譬

如，一个天性乐观的人，在评分时可能偏高，即便有些项目并非其所好，其评分可能让然会高于绝

大多数评分。为了更准确地衡量其喜恶，我们可以根据其历史评分信息，对所有其打过分的项目进

行划分：如果项目的得分高于用户的平均历史评分，则说明用户喜欢此项目，反之则认定其不喜

欢。用户对项目的喜欢与否亦有助于我们对用户进行分组，从而建立一个更佳的预测模型。

我们假设Ḁ用户u喜欢的项目集为I+
u = {i ∈ Iu|rui > r̄u}，不喜欢的项目集为I−

u = {i ∈

Iu|rui < r̄u}。对于任意项目对(i, j)，我们可以划出两类特殊的用户组：两个项目都喜欢U+
ij = {u ∈

U|i, j ∈ I+
u }，两个项目都不喜欢U−

ij = {u ∈ U|i, j ∈ I−
u }。对于同一个项目对具有相同喜恶观念的

评分对于预测评分更有价值，对应地可以计算出Slope One模型基础上的两组平均评分差值

δ+ij =
1

|U+
ij |

∑

u∈U+
ij

(rui − ruj) (20.12)

δ−ij =
1

|U−
ij |

∑

u∈U−
ij

(rui − ruj) (20.13)

基于此，我们使用加权型Slope One可以建立下面形式的预测模型：

pui =
1∑

j∈I+
u \{i}

|U+
ij |+

∑

j∈I−
u \{i}

|U−
ij |

{ ∑

j∈I+
u \{i}

(ruj + δ+ij)|U+
ij |+

∑

j∈I−
u \{i}

(ruj + δ−ij)|U−
ij |
}
. (20.14)
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20.3 Baseline

协同过滤模型试图准确捕获用户对项目的评分行为，影响用户对项目评分行为的因素主要包括

两部分，一部分源自于用户评分偏差，另一部分源自于项目得分偏差。利用用户评分与项目得分的

系统性偏差，研究人员ᨀ出一种新的预测模型，称作基线模型[195, 196, 197]，其数学模型表示如

下：

pui = µ+ bu + bi (20.15)

其中，µ表示训练集所有历史评分的平均值，bu与bi分别表示用户u评分、项目i得分相对µ的偏差程

度。一个理想的评分预测模型，预测结果与实际评分应当尽量一致，为了从训练数据集中估计出用

户评分偏差、项目得分偏差，我们可以解决一个最小二乘问题：

min
b

∑

u∈U

∑

i∈Iu

(µ+ bu + bi − rui)
2 + λ(

∑

u∈U

b2u +
∑

i∈I

b2i ). (20.16)

模型的第一项是模型预测的评分误差项，第二项属于正则化项，通过控制模型的复杂度，以期达到

降低模型过拟合的作用。参数λ > 0是正则化因子，其值越大则模型越不容易出现过拟合。根据梯

度下降（Gradient Descent）理论，可以建立下面形式的参数更新策略：
⎧
⎪⎨

⎪⎩

bu ← bu − α(λbu +
∑
i∈Iu

eui),

bi ← bi − α(λbi +
∑

u∈Ui

eui).
(20.17)

其中eui = µ+ bu + bi − rui表示预测偏差，α > 0 表示学习率。根据梯度下降法的参数更新策略可

知，用户评分偏差与项目得分偏差彼此依赖，[197]ᨀ出一种粗略的估计方案，依次计算项目得分

偏差与用户评分偏差：
⎧
⎪⎨

⎪⎩

bi = 1
λI+|Ui|

∑
u∈Ui

(rui − µ),

bu = 1
λU+|Iu|

∑
i∈Iu

(rui − µ− bi).
(20.18)

对于大型训练数据集，梯度下降法在遍历所有评分后再执行模型参数的批量更新，会产

生巨大的内存开销从而影响训练速度，此时随机梯度下降法（Stochastic Gradient Descent）

成为一种更佳的选择。随机梯度下降法对任意选取的每个评分项rui确立一个微型目标函

数ℓui = (µ+ bu + bi − rui)2 + λ(b2u + b2i )，以快速更新模型参数bu和bi：

⎧
⎨

⎩
bu ← bu − α(λbu + eui),

bi ← bi − α(λbi + eui),
(20.19)

它不仅计算速度快，还可以有效避免陷入局部最优。
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20.4 矩阵分解模型

隐语义模型（Latent Factor Model，LFM）挖掘用户和项目的隐含特征以解释观测数据集，利

用隐含特征表示用户与项目的互动行为，实现精准预测的目的。目前成熟的隐语义模型包括概率隐

语义分析（pLSA）[198, 199]、隐含狄利克雷分布（Latent Dirichlet Allocation，LDA）[200]和矩

阵分解模型（Matrix Factorization Model，MFM）[201]。本节主要通过SVD介绍矩阵分解模型的

原理。

矩阵分解模型将用户与项目映射到一个低维度的联合隐语义空间，从而可以通过联合隐语义

空间下的内积刻画用户对项目的评分行为。隐语义空间反映项目的内在特征，比如电影类型（动作

片、喜剧片或纪录片等）、导演、时长等，则每一部电影都可以使用少量的内在特征来表示，用户

对电影的评分则可能隐含用户对不同电影类型的差异性偏好。假设隐语义空间的维度为k ≪ m,n，

对于任意一个用户u ∈ U，都对应一个用户隐语义向量pu ∈ Rk。对于任意一个项目i ∈ I，也都对

应一个项目隐语义向量qi ∈ Rk，则用户评分矩阵A就可以通过两个低秩的因子矩阵的乘积近似表

示，即

A ≈ PQT , rui ≈ qTi pu =
k∑

d=1

pudqid. (20.20)

用户u对项目i特征的偏好可以使用qTi pu进行刻画。隐语义向量参数可以通过最小化目标函数

L(P,Q) =
∑

u∈U

∑

i∈Iu

(qTi pu − rui)
2 (20.21)

确定。一般地，人们使用梯度下降法优化目标函数。这种是最简单的SVD 方法，为了减少模型复

杂度，我们可以对目标函数添加正则化项，则有

L(P,Q) =
∑

u∈U

∑

i∈Iu

(qTi pu − rui)
2 + λ(

∑

u∈U

∥pu∥2 +
∑

i∈I

∥qi∥2), (20.22)

迭代更新模型参数： ⎧
⎪⎨

⎪⎩

qi ← qi − α(λqi +
∑

u∈Ui

euipu),

pu ← pu − α(λpu +
∑
i∈Iu

euiqi).
(20.23)

其中，eui = qTi pu−rui是模型预测的偏差。这种方法称作规则化的SVD方法（Regularized Singular

Value Decomposition，RSVD）。由于用户评分习惯的差异以及项目热度的不同，可能出现存在评

分偏高或偏低的情况，为降低用户评分习惯与项目热度的影响，研究人员融入基线模型，ᨀ出有偏

置的SVD预测模型 [195, 196, 197]：

pui = µ+ bu + bi + qTi pu, (20.24)

通过最小化目标函数

L(b, p, q) =
∑

u∈U

∑

i∈Iu

(µ+bu+bi+qTi pu−rui)2+λ1(
∑

u∈U

b2u+
∑

i∈I

b2i )+λ2(
∑

u∈U

∥pu∥2+
∑

i∈I

∥qi∥2) (20.25)
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训练模型。如果记eui = µ+ bu + bi + qTi pu − rui，我们可以通过梯度下降法按照如下规则迭代更新

模型参数： ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

bu ← bu − α1(λ1bu +
∑
i∈Iu

eui),

bi ← bi − α1(λ1bi +
∑

u∈Ui

eui),

qi ← qi − α2(λ2qi +
∑

u∈Ui

euipu),

pu ← pu − α2(λ2pu +
∑
i∈Iu

euiqi).

(20.26)

用户评分数据是一种显性反馈信息，实际应用中隐性反馈（Implicit Feedback）却占据了反馈

数据的绝大部分，比如用户浏览、收藏等信息皆属于用户对项目的隐性反馈数据。为了ᨀ升推荐效

果，研究人员在SVD方法的基础上引入项目的隐性因子向量zi ∈ Rk，构建新的评分预测模型：

pui = µ+ bu + bi + qTi (pu + |Iu|−1/2
∑

j∈Iu

zj) (20.27)

并称其为SVD++。用户行为包含两部分信息：显性的评分数据pu与隐性反馈数据|Iu|−1/2
∑

j∈Iu

zj，

更加全面地刻画用户与项目之间的交互行为。模型参数的优化是遍历所有的评分项，按照如下策略

更新参数： ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

bu ← bu − α1(λ1bu +
∑
i∈Iu

eui),

bi ← bi − α1(λ1bi +
∑

u∈Ui

eui),

qi ← qi − α2

[
λ2qi +

∑
u∈Ui

eui(pu + |Iu|−1/2
∑

j∈Iu

zj)
]
,

pu ← pu − α2(λ2pu +
∑
i∈Iu

euiqi),

zj ← zj − α2

[
λ2zj +

∑
i∈Iu

eui|Iu|−1/2qi
]
, ∀j ∈ Iu.

(20.28)

对于SVD、RSVD、SVD++等模型，模型参数都可以利用随机梯度下降法进行更新，只需对原始更

新策略稍作修改即可。

20.5 信誉系统

开放性的网络平台是用户交互的舞台，为了节省用户检索信息的时间，每个网站都ᨀ供了一

种特殊的评价系统，利用集体的智慧，对信息进行有效的过滤，使得高质量的、有价值的信息能

够以更大的概率ᨀ供给用户。比如，Netflix的电影评分系统、淘宝购物网站的商品评价系统、问

答网站ZhiHu的解答过滤显示机制等。由于网络的开放性质，网络展示对象（图书、视频、博客、

商品等）的质量、评价人评价的客观性是评价系统正常运转的保证，欺诈或作弊行为会严重损

害评价系统的可信度。为此，De Kerchove[202, 203]设计一个“信誉系统”（Reputation System），

在信仰散度（Belief Divergence）的基础上ᨀ出一种迭代算法，估计评价人和受评对象的信誉。
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信誉系统的思想简单且易于实现，对于一个含有m名评价人的系统，计算复杂度为O(m)。系统

在MovieLens数据集上的实验结果表明，它可以有效对抗评价人的作弊行为。

根据信誉系统的思想，每个评价人都有一个表明其评价可信度的权重，每个受评对象也都有一

个反映其品质的信誉量。假设评价系统存在m名评价人U、n个受评对象I，评价人u对受评对象i的

评分为0 ≤ rui ≤ 1。我们使用符号A表示评价矩阵，ωu为评价人u的权重向量，νi是受评对象i的信

誉向量。信誉系统使用评价人的权值、评价人给出的评分综合决定受评对象的信誉量，建立如下形

式的信誉公式：

νi =
∑

u∈Ui

(ruiωu)/
∑

u∈U

ωu, i ∈ I. (20.29)

反过来，信誉系统还可以根据受评对象的信誉量和评价人发出的评分，推断出评价人的权值。如果

评价人的评分与受评对象的历史平均评分偏差大，则系统有理由质疑其评价的可信性，从而对其权

值产生不利影响。由此构建出下面形式的权值计算模型：

ωu = λ−
∑

i∈Iu

(rui − νi)2, u ∈ U . (20.30)

模型中参数λ > 0反映利用评分偏差区分评价人的强度。它的值越大，评分偏差对评价人的区分能

力就越弱；值越小，评分偏差对评价人的区分能力就越强。当λ → ∞时，则所有评级人的权值相

等ωu = λ，评价产生的偏差对评价人的权重不会又任何负面影响，并且受评对象的信誉值就是其

获得的所有评分均值。为了保证评价人的权重非负，一般取λ > n，并且可以证明信誉系统存在唯

一的最优评级人权重向量与受评对象信誉向量。

20.6 基于排序学习的推荐算法

推荐系统的研究主要分两个方向，一类是评分预测，一类是TopN推荐。传统的基于记忆的方

法（如基于用户的和基于项目的协同过滤）、基于模型的方法（如矩阵分解）都是解决评分预测问

题，通过优化均方根误差（RMSE）、平均绝对误差（MAE）等指标训练模型。如果推荐系统要进

行TopN 列表推荐，则它只能先预测评分，再依次对项目按照预测分值降序排列获得TopN列表。

实际上，由于用户只关注项目列表，所以TopN推荐更贴近用户的需求，通过直接优化TopN列表可

以更好地改善用户体验[204]。

在信息检索中，排序学习方法以检索词-文档特征作为输入，通过学习一个排序函数对新的检

索词-文档对进行相关性预测。推荐系统的主要目标是给用户ᨀ供可能感兴趣的项目列表，而用户

关注的可能只是排列在前几位的项目，因此也可以归结为排序问题。推荐领域中的用户- 项目对就

如同检索系统的检索词-文档对，用户对项目的评分、用户日志、项目基本属性等信息作为输入特

征，可以借鉴排序学习的思想直接优化项目列表。

基于排序学习的推荐方法（Learning to Rank Based Recommendation）与基本排序学习方法

类似，也分成逐点型、序对型和序列性三大类。传统的协同过滤方法（如矩阵分解）多属于逐点型

$%"&'#( 205 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

方法，先预测项目评分，再根据预测结果降序排列得到一个推荐列表。这种方法仅仅考虑单个项目

的评分预测精度，忽略了项目间的序列关系。本质上，评分预测就是一种回归问题。序对型方法优

化项目对的偏序关系，预测一个偏序矩阵，然后再将偏序矩阵转化为一个完整的排序列表。序列

型方法则直接优化整个排序列表，如优化DCG、NDCG、MAP 等，比如CofiRank[205] ➊ 就是一

个典型的代表。Rank-based比Rating-based 的推荐算法应用范围更广泛，基于排序学习协同过滤

方法在近几年得到了广泛的研究，比如Yue Shi等人[206]将ListNet同概率矩阵分解（Probabilistic

Matrix Factorization, PMF）相结合，ᨀ出ListRank-MF算法。他们根据协同过滤问题的特征，巧

妙的利用PMF框架，给出序列型损失函数。ListRank-MF的计算复杂度是O(n)，其中n 表示训练

数据集中，用户给出评价的总数，拥有强大的扩展能力，并且可以取得比CofiRank更加突出的性

能。

20.7 基于信用的预测

如果把用户u ∈ U对项目i ∈ Iu给出的所有评分构成一个评分向量，将其所评价过的每个项目

各自的平均得分r̄i, i ∈ Iu构成一个相等维数的得分向量。由于每个项目可能存在多个用户对其评

分，则单个项目的平均得分就反映了一种集体的评价，相对单个用户所发出的评价，其可信度更

强。我们将评分向量和得分向量转换成两个相应的概率分布形式：qu 与pu，利用交叉熵评价用

户u的评分向量qu相对用户u评价的所有项目平均得分向量pu的一致性。如果将项目的平均得分视

为用户对项目最可信的一种评价，则由交叉熵计算公式可得

CE(pu, qu) =
∑

i∈Iu

−qui log pui, u ∈ U (20.31)

当pu = qu时，交叉熵CE(pu, qu) = CE(qu, qu)就是对应分布的熵，值最小而一致性最强，用户u作

出的评价可信程度也就最高。为了直接评价两个分布的一致性，我们设计指标

cu =
CE(qu, qu)

CE(pu, qu)
=

H(qu)

CE(pu, qu)
, u ∈ U . (20.32)

作为一致性标的准度量。

假设用户u对项目i的评价源自于两个因素，一个属于内在标准，一个是外在波动。内在标准

是用户自身评分的一种稳定性的体现，模型使用用户的平均评分r̄u 作为内在的评分标准。外在波

动εui是用户根据其他用户对所评项目作出评价的一种认可，可以使用所有用户对项目i评分的一种

加权平均值作为度量外在波动的指标，即
⎧
⎪⎨

⎪⎩

rui = cur̄u + (1− cu)εui,

εui =
∑
v∈Ui

cvrvi/
∑
v∈Ui

cv.
(20.33)

➊ CofiRank是一种基于排名的推荐算法或称协同排名方法（Collaborative Ranking Approach），另外一个代表性的模型是MatchBox。
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20.8 基于图的推荐算法

基于图模型（Graph Model）的推荐算法研究主要包括两方面内容：图的构造与图上排名。

图的构造很大程度上取决于数据，比如数据只有用户、物品及用户评价信息，我们可以据此构建

最简单二分图（Bipartite Graph），根据用户对物品的评价数据建立用户与物品间的通络，构成

二分图的边。如果系统数据还含有有价值的标签信息，比如用户个人信息（Profile，也称用户画

像）、物品属性标签、社群标签等，我们就可以构建起三分图（Tripartite Graph）或双层图模型

（Two-layer Graph Model）[207, 208]，通过标签或属性数据，建立用户、物品间的充分连接。图

上排名，大致可以分成三类：（1）基于图上的随机游走[15, 209]，使用迭代法速求解。（2）将推荐

看做一个半监督学习问题，利用传播算法实现[210]。（3）基于图的Laplacian矩阵度量图中节点的

相似度[211]。

20.9 公开数据集：评分预测与推荐

20.9.1. MovieLens

美国明尼苏达大学的GroupLens研究小组➊ 发布的MovieLens电影评分数据集➋ 有三种类型：

MovieLens 100K、1M、10M，分别包含10,000、1,000,000、10,000,000 个用户评分。用户评分采

用五分制，1代表很不喜欢，5代表很喜欢。100K数据集包含943名用户对1682部电影的10,000个评

分数据集，其中每名用户至少评价20 部电影。每条评分数据都含有从1970 年1 月1 日起以秒计时

的评分时间戳，数据稀疏度为94.96%（评分矩阵中评分尚空的比例）。此外，数据集还以80 : 20的

比例被划分成训练集和测试集，为了进行交叉校验还可以将数据集多次进行划分，从而更客观地评

价评分预测模型的性能。10M数据集还包含“标签信息”，如从IMDb获取的电影标签、用户标签。

20.9.2. Netflix

Netflix是一家在线DVD租赁网站➌，2006年10月至2009年9月期间承办了一场举世瞩目的电影

评分预测竞赛。在比赛之前，Netflix的电影推荐系统CineMatch的均方根误差（RMSE）为0.9525。

根据比赛规定，参赛者只要可以将系统预测精度ᨀ升10%，就可以获得Netflixᨀ供的100万美元

奖金。最终，Korbell团队通过融合107种算法赢得这份奖金。分析Korbell团队的源代码发现，奇

异值分解（Singular Value Decomposition，SVD）和限制型玻尔兹曼机（Restricted Boltzmann

Machine，RBM）是两种最有效的算法，二者预测结果的RMSE分别为0.8914和0.8990，如果将

二者线性融合就可以将RMSE降低至0.88。竞赛所使用的数据集包含Netflix网站480,189名用户

对17,770部影片的评分记录。

➊ GroupLens: http://www.grouplens.org/
➋ MovieLens: http://grouplens.org/datasets/movielens/
➌ Netflix: http://www.netflix.com/
$%"&'#( 207 )!*+",$

http://www.grouplens.org/
http://grouplens.org/datasets/movielens/
http://www.netflix.com/


搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

20.9.3. 百度电影推荐算法创新大赛

百度公司在2013年3月1日组织了一项历时两月的电影推荐算法创新大赛➍，向参赛者ᨀ供了大

约10,000名用户的8,000部电影评分数据，评分采用五分制。数据集含有五个文件：

1. 训练集是用户评分数据，分成用户ID、电影ID和用户对电影评分三列。

2. 预测集只有用户ID、电影ID两列，用户对电影的评分数据是参赛者ᨀ交的结果。

3. 电影标签含有电影ID及逗号间隔的标签列表。

4. 用户的社交数据包括用户ID，关注此用户的用户ID（Follows）。

5. 用户的历史观影列表，一列为用户ID，一列为电影ID。

评价预测精度的指标是均方根误差。

➍ 电影推荐算法创新大赛
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第二十一章 信息抽取

21.1 VIPS

通常，网页解析皆基于“一个页面只存在一个主题”的假设进行。事实上，多个主题同时出现

在同一个页面上的情形并不鲜见，尤其是列表类型的网页，既然如此，理应将页面分割成独立的语

义块，分而治之。Cai等人根据人们浏览网页信息时的视觉行为，ᨀ出一种经典的页面分割模型：

VIPS[212]，用以抽取网页的语义结构。

21.2 手写字识别

21.3 OCR

光学字符识别（Optical Character Recognition，OCR）是一种将手写或机打文字的扫᧿图像

转换成机器编码文本的机制，有时也用来称呼执行此类转换的软件。OCR 是数字化发展需求的产

物，以期将机打文字转换为可以检索的数字化文本，在机器翻译，文本挖掘中应用较多。OCR涉

及到多个领域的知识，如模式识别、人工智能和计算机视觉。
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第二十二章 机器学习基础知识

22.1 泛化能力

泛化能力（Generalization Ability）是机器学习中的一个重要概念。机器学习方法从训练集中

训练得到的模型，其泛化能力是通过模型在未知数据（测试集）上的表现反映：模型在测试集上的

表现越好，表明模型的泛化能力越强，反之，则越弱。泛化能力差的模型，存在两种状态：欠拟合

（Underfitting）与过拟合（Overfitting）。欠拟合模型在训练集与测试集上的表现都比较差，产生

高偏置。过拟合在训练集上的表现好，但是在测试集上的表现则差强人意，对应着高方差。在学习

系统中，影响模型泛化能力的因素很多，如训练集中包含的样本数目、模型的复杂度等[164]。

在机器学习理论分析时，存在几种常见的保证泛化能力的分析方法，如保证泛化所需样本数目

的边界、渐进分析（Asymptotic Analysis）等。如果一个分类器的真实错误了大于ϵ，则称分类器

是坏分类器。一个坏分类器在n个随机独立训练样本上均保持正确的概率小于(1− ϵ)n。如果假设空

间H中有b个坏分类器，则至少有一个能够在n个随机独立训练样本上保持正确的概率小于b(1− ϵ)n，

即“一致限（Union Bound）”。假设学习到的分类器模型在训练集上保持正确，由于b ≤ |H|，则

它是坏分类器的概率小于|H|(1− ϵ)n。此概率小于δ > 0的充要条件是n > ln(δ/H)/(1− ϵ)。

22.2 交验证

交叉验证方法（Cross Validation，简称CV）。CV是用来验证模型性能的一种统计分析方

法，其基本思想是将原始数据集分组，一部分用作训练集（Training Set），另一部分作为验证集

（Validation Set），使用训练集训练模型，在验证集上测试训练的模型，以此作为评价模型性能的

标准。常见的CV方法有三种：

22.2.1. Hold-Out方法

将原始数据随机分成两组，一组作为训练集，一组作为验证集，使用训练集训练模型，在验证

集上测试训练的模型，并记录模型精度作为衡量模型性能的标准。这种方法简洁易于实现，只要将

原始数据集随机分为两组即可，严格来说算不上CV，因为它没有反映交叉的思想，模型在验证集

上的精度与原始数据集的分值有很大的关联，训练得到的模型说服力很弱。
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22.2.2. K折交验证

K折交叉验证方法（K-fold Cross Validation，K-CV），将原始数据平均分成K组，轮流选择一

个子集作为验证集，其他K − 1个子集作为训练集，从而训练得到K 个模型，如图 22.1。使用K个

模型在相应验证集上的预测精度均值表示模型性能。K值一般不小于2，常见的是K = 5, 10，并且

只有在原始数据量很小时，才会尝试取K = 2，有效避免过学习或欠学习的发生，最终训练得到的

模型也比较具有说服力量。

图 22.1: 四折交叉验证

22.2.3. 留一交验证

留一交叉验证方法（Leave-One-Out Cross Validation，记为LOO-CV）是K折交叉验证方

法K = N时的一个特例，轮换使用一个样本作为验证数据，其他N − 1个样本构成训练集，训练得

到N个模型，并根据它们在相应验证样本上预测精度的均值衡量模型性能。LOO-CV 的缺点是计

算成本高，但相比K-CV方法，存在两个优点：

• 每一回合，几乎全部样本皆用于训练模型，与原始样本的分布比较接近，训练与评估结果都

比较可信。

• 实验过程没有引入随机因素，实验过程完全可以重现，进行不同模型的比较分析。

22.3 奥卡姆剃刀

奥卡姆剃刀（Occam’s Razor）原理是由14世纪逻辑学家、修士William of Occamᨀ出的一种

逻辑或者解决问题需要遵循的基本原则，可以归纳为一句话：在假设空间中，最简单的那个假设
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（朴素原则）应当优先考虑。比如，将奥卡姆剃刀原理应用到模型选择问题时，应当遵循的基本原

则是“在所有可能选择的模型中，能够很好地解释已知数据且形式简单的模型才是最好的模型，应

该优先考虑”[86]。

22.4 没有免费午餐定理

22.5 经验法则

22.6 贪婪算法

22.7 在线机器学习

在线机器学习（Online Machine Learning）算法属于一种归纳模型，每次迭代只学习一个样

例。在线学习算法主要用于样本预测，如给定一组可以᧿述今天股票市场的样本，在线学习算法能

够预测Ḁ支股票明天的价格。在线学习的典型特征是预测的即时性，一旦发现新的样本标记，便可

使用它修正在线学习算法的模型假设，从而不断地改善预测模型的表现。感知器算法、Pegasos算

法与Winnow算法是三个经典的在线学习算法。

一般地，在线学习算法是通过持续的试错学习实现逐步演化，每次试错学习都包含三个步骤：

• 接收一个新的样例x

• 预测样例的标记ỹ = f(ω, x)

• 接收样例的真实标记y，更新模型ω

第三步是最关键的一步，学习算法充分利用样例的真实标记调整、更新假设模型。在模型调整时，

在线学习算法通常依赖于标准的性能指标，如均方差、错误分类的比例最小化等。只要保证新样本

的不断出现，在线学习算法可以持续地学习与改善，稳定性高、可扩展性强。

22.8 超参数优选

标准的监督学习包括两个重要环节：在训练集与验证集上训练和选择模型，在测试集上

测试模型。模型训练阶段，一般都涉及到参数优选过程。对于Ḁ些模型，存在一类称作超参数

（Hyper-parameter）的特殊参数，在训练之前就需要指定，如KNN模型中的K，神经网络模型中

的隐藏层层数和隐藏层节点个数等。超参数对于模型性能影响较大，常用的超参数优选方法是交

验证方法，下文以线性回归分析为例，介绍使用K折交叉验证方法优选超参数的基本流程。
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线性回归分析的目标是最小化模型f(x, θ) = θTx在训练数据集STrain上的经验风险损失

L(STrain, θ,λ) =
1

2ntrain

∑

(x,y)∈STrain

[
y − f(x, θ)

]2
+ λθT θ (22.1)

第一部分表示均方差项，第二部分表示正则化项，λ > 0是正则化因子，属于超参数，限定选择范

围{λ1, . . . ,λm}。

Step 1. 将原始数据集按照一定比例分成A和B两部分，数据B 作为测试集不参与模型训练与选择，

在数据A上使用K折交叉验证选择合适的超参数。表22.1是5折交叉验证数据：数据A等分

成五份S1, S2, S3, S4, S5，轮换使用一个子集作为验证集，其它子集作为训练集，产生五折

交叉验证数据集

表 22.1: 五折交叉验证数据集
Fold 训练集 验证集

Fold1 S2, S3, S4, S5 S1

Fold2 S1, S3, S4, S5 S2

Fold3 S1, S2, S4, S5 S3

Fold4 S1, S2, S3, S5 S4

Fold5 S1, S2, S3, S4 S5

Step 2. 选择超参数λ1，通过最小化Fold1训练集STrain = {S2, S3, S4, S5}上的经验风险损失函数训

练模型

θ1Train = argmin
θ

L(STrain, θ,λ1) (22.2)

Step 3. 在Fold1中验证集S1上计算模型的经验风险损失

L11 = L(SVali, θ
1
Train,λ1) (22.3)

Step 4. 在其他折执行上两步，在对应折训练集上训练模型，并在对应验证集上评估模型的经验风

险损失L12, . . . , L15，计算平均损失L1 =
5∑

i=1
L1i/5。

Step 5. 对于每个超参数λi执行上述步骤，计算平均性能Li，选择平均损失最小的超参数λ∗作为最

佳超参数，并使用它在数据集A上训练模型，得到最优参数θ∗,λ∗。

Step 6. 根据训练的模型，在测试集B上测试模型，计算模型的预测损失

1

2ntest

∑

(x,y)∈STest

[
y − f(x, θ∗)

]2 (22.4)
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使用交叉验证的方法优选超参数计算开销大，目前存在几种流行的近似优化方法，如网格搜

索、随机搜索[213]。根据[213]实验结果，对于含有多个超参数的模型，随机搜索远比网格搜索效

率高而且效果更佳。Metzler和Croft[214]使用一种监督学习的方法进行参数优化。他们认为直接优

化线性模型标准度量方式（如MAP，P@10），可以通过网格搜索或坐标上升算法予以解决。由于

标准度量模型是非平滑，直接优化标准度量，传统的优化算法无能为力。他们认为，在高维空间，

搜索标准度量的最大值点十分困难，但是如果能够选取合适的细粒度（Granularity），网格搜索算

法就可以找到全局最大值点；坐标上升算法属于局部搜索方法，在标准度量为凹函数时，无法保证

找到全局最大值点。如果标准度量包含多个局部最值点，可以通过重启动（restart）ᨀ高找到全

局最优点的几率。Metzler 和Croft 在文中使用的就是坐标上升算法，每次搜索伴以10次随机重启

（10 Random Restarts）。

22.9 P/NP问题

计算复杂度理论（Computational Complexity Theory）主要研究对象是计算机求解问题的速

度，比如解决问题所需时间、内存空间、处理器等资源。复杂度理论将所有可以在多项式时间

（Polynomial Time）内解决的问题划分为P问题。对于一个问题S，如果存在算法A，可以在nk时

间内解决问题S或者说它的时间复杂度是O(nk)，其中n是输入大小，k是一个自然数，则S存在一

个多项式时间算法。我们ᨀ供给算法A一个问题的可能答案，如果算法可以在多项式时间内验证此

解正确与否，那么算法A 就是一个不确定性算法（Nondeterministic Algorithm）。所有使用不确

定算法在多项式时间内可以解决的问题统称NP 问题，它可以在多项式时间内得到验证。由此可

知，P 问题是NP问题的一个子集，即P⊆NP。如果一个NP问题的所有可能答案，都可以在多项式

时间内进行正确与否的验证，则称它为NP完全问题（NP-Complete Problem, NPC）。

例22.1 (子集加和问题). 给定一个整数集合，它的一个非空子集的所有元素加和是否等于零？比如

集合{−2,−3, 15, 14, 7,−10}，我们可以迅速地给出肯定的答复，但是不存在一个多项式时间复杂

度的算法构造一个加和为零的子集。子集加和问题是一个典型的NP问题，但不一定是P问题。

2000年，美国Clay数学研究所（Clay Mathematics Institute, CMI）收录七个千禧年数学难题，

每个奖金一百万美元，排在第一问的是P对NP问题（P v.s. NP Problem）

P
?
= NP.

它是由著名计算机科学家、1982年度图灵奖得主Stephen A. Cook[215]在1971年发现并ᨀ出的一个

难题。它的意思是：对于任意一个问题，如果它的解可以使用计算机迅速（多项式时间）验证，这

个问题是否同样可以使用计算机迅速求解。Cook举了一个有趣的例子形象地解释它：在一个周六

的晚上，你参加了一个盛大的晚会，感到局促不安，你想知道大厅里是否有你认识的人。晚会的主

人道：“你一定认识那位正在甜点盘附近的女士罗丝”。你只需向主人所指的方向扫一眼，也许发
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现他/她是正确的。如果缺少这样的暗示，你需要环顾整个大厅，一个个地审视。生成问题的一个

解通常比验证给定的一个解所花费的时间多得多。

22.10 收敛速度与复杂度

假设数值迭代算法生成的序列为{xk}，若序列收敛并且等式

x̂ = lim
k→∞

xk (22.5)

成立。如果存在µ ≥ 0，使得

µ = lim
k→∞

∥xk+1 − x̂∥
∥xk − x̂∥ (22.6)

则µ称为序列{xk}的收敛速率（Convergence Rate）。如果µ ∈ (0, 1)，则称序列线性收敛；如

果µ = 0，则称序列超线性收敛；如果µ = 1，则称序列次线性收敛。如果序列次线性收敛，并且满

足下式：

lim
k→∞

∥xk+2 − xk+1∥
∥xk+1 − xk∥

= 1 (22.7)

则称序列对数收敛至x̂。

为了对超线性收敛细分，定义q-阶收敛速率

µ = lim
k→∞

∥xk+1 − x̂∥
∥xk − x̂∥q > 0 (22.8)

其中，阶数q > 1。当q = 2时，则称序列二阶收敛。

在表示算法时空复杂度时，通常在渐进表示法（Asymptotic Notation）中使用O表示渐进上

界（最坏表现），Ω 表示渐进下界（最佳表现），Θ 表示是一种相对比较精确的方法。在实际应用

中，以O使用最为常见。

22.11 适定问题与非适定问题

1902年，法国数学家Jacques Hadamard[216]在研究偏微分方程时ᨀ出适定问题（well-posed

problem），认为所有刻画物理现象的数学模型都应该是适定的，即数学模型的解满足：存在性、

唯一性和稳定性（模型解对初值变化连续）。在实际问题中，Hadamard意义下的适定条件并不通

用，它无法解释部分模型对于数据微小扰动的敏感性，引发解的剧烈变化。如果数学模型只满足部

分条件，就称作不适定问题（ill-posed problem），或模型不适定。比如，图像处理中遇到的不适

定问题有：去噪（De-nosing）、复原（Restorsion）、放大（Zooming）、修补（Inpainting）、去马

赛克（Demosaicing）、超分辨（Super-resolution）等。

解决不适定问题的方法有很多，其中一个最常使用的方法是Tikhonov 正则化，通过限定假设

空间将原问题转化为适定问题。在统计学中，Tikhonov正则化方法应用于线性回归分析，称为岭

回归。
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22.12 欠定系统与超定系统

当线性方程组中未知数的数目大于方程的数目，则称线性系统欠定（Under Determined），反

之则称线性系统超定（Over Determined）。如果线性方程系统没有解，则称它是具有非一致性

（Inconsistent）线性方程系统。根据Rouché–Capelli定理，当线性方程组增广矩阵的秩与系数矩

阵的秩相对，则线性方程组存在唯一解；当增广矩阵的秩大于系数矩阵的秩时，则线性方程组无

界；否则，它有无穷多解。欠定系统要么存在无穷多解，要么没有解。
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第二十三章 排序学习

互联网的蓬勃发展，尤其是社交网络的诞生，一改往日“信息匮乏”的局面，大数据时代已经

来临。搜索引擎是网络用户从海量数据中查找信息的主要入口，因此，如何根据用户的检索请求，

迅速地准确定位到相关信息源（如网页、文档、音频、视频、图片等），是搜索引擎能否为用户认

可，能否吸引用户的重要标准，而搜索核心环节就是排序：将搜索内容以列表的形式，按照相关程

度从高到低展现给用户。

传统的搜索排序主要基于手工构造的模型，计算文档与检索词之间的相关程度。传统的排序模

型大致可分为两种类型，基于链接分析的模型，如PageRank[12, 217]，HITS[20]，SALSA[218, 21]；

基于内容分析的模型，如向量空间模型[2]，BM25[4]。目前影响网页排名的因素有上千种，传统排

名算法面对这种复杂局面，存在以下几个方面的不足：（1）考虑的影响因素比较单一；（2）对多个

影响因素的融合能力较差；（3）使用时不够灵活；（5）对复杂模型的参数调整比较困难。

图 23.1: 排序学习框架

排序学习[219, 220]可以在一定程度上克服传统排序的缺点。它结合机器学习的方法，可以自

动地从训练数据集中学习排名函数。序列型排序学习方法是目前最直接，也是表现最好的一类排序
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学习方法。排序学习是一种典型的监督学习方法，需要利用带有人工标记的标准数据集训练模型。

数据集一般包含多个检索词，每个检索词存在多个关联文档，每个文档由一个多维特征向量（每个

特征都可以单独作为一个排名函数，如PageRank，TF*IDF等）表示，相应地，每篇文档都有一个

人工标记的相关等级，反映文档同检索词的相关程度。

)!*+",$%"&'#(

23.1 背景介绍

排序学习方法是一种有效的排名技术，借鉴机器学习的监督学习方法，通过优化损失函数，从

训练数据集中学习一个排名函数。排序学习是一个较新的研究方向，在过去十年间发展迅速，已经

被成功地应用到网页搜索、机器翻译和系统推荐等领域[220]。

Liu[221]和Li[222]根据输入空间、输出空间、模型假设和损失函数的不同，将排序学习方法划

分为三类：逐点型（Pointwise）、序对型(Pairwise)、序列型(Listwise)。

逐点型排序学习方法将排名问题转化为传统的分类、（有序）回归问题，根据成熟的分类和回

归算法，使用分类错误率或者均方差构建损失函数，训练排名函数。比如，Crammer和Singer[223]ᨀ

出的PRank算法，通过训练一个感知器模型，把训练样本映射到一个全序集。

序对型排序学习算法的训练数据是成对的样本，根据模型假设预测序对的偏好关系，结合真实

相关等级，构造序对损失函数，模型训练的目标即最小化序对损失函数。典型的序对型排序学习

算法有：Herbrich等人[224]将排序问题转化为序对型分类问题，基于支持向量机（Support Vector

Machine, SVM）ᨀ出RankingSVM算法；Freund等人[164]根据ᨀ升（Boosting）技术，将用于分

类的经典算法AdaBoost应用到序对型排序学习问题，ᨀ出了RankBoost算法；Burges等人[225]根

据神经网络（Artificial Neural Network, ANN）的进化学习理论，辅以梯度下降的优化方法调

整模型参数，训练排序模型，ᨀ出RankNet 算法；由于标准评价指标是非平滑不可微的，无法

直接优化，Burges等人[226]分析交换序对文档名次引发的成本变化，直接定义损失函数的梯度

（Lambda），改进RankNet算法引入LambdaRank。

序列型排序学习方法直接将整个样本集合作为学习对象，根据模型的预测结果和真实排名列

表构建出序列型损失函数，通过优化序列型损失函数训练排序模型。比如，2007 年Xu和Li[165]基

于Boosting技术，以单个特征作为备选弱排名函数，ᨀ出一种高效的学习算法――AdaRank。同

年，Cao等人[227]认为在训练过程中，RankNet算法使用的交叉熵损失函数降低的同时却无法保证

标准度量指标相应地ᨀ升，于是ᨀ出一种基于概率模型的排序模型ListNet。ListNet是RankNet的

一种序列型扩展。Qin等人[228]ᨀ出的RankCosine算法是基于余弦损失函数，使用梯度下降

法在神经网络上训练模型。Xia等人[229]于2008年ᨀ出的ListMLE算法同ListNet类似，都是基

于Plackett-Luce概率模型、神经网络技术和梯度下降法训练排名函数，但是ListMLE根据真实排名
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列表，假设列表中各个位置服从指数概率分布，并根据最大似然估计，定义似然损失函数。

由于衡量排序性能的标准评价指标需要考虑文档位置信息，因此是非平滑的不可微函数，

序列型排序学习方法“直接”优化目标多是对性能指标作平滑近似或者通过寻找性能评价

指标的平滑上界，间接地进行优化。如Taylor等人[230]ᨀ出的SoftRank算法根据模型的预测结

果，使用SoftNDCG近似文档的排名分布，属于平滑近似方法。Yue等人[231]ᨀ出的SVMMAP模型

和Chakrabarti等人[232]推出的SVMNDCG模型分别对标准评价指标MAP和NDCG估计出其平滑上

界，均属于确定平滑上界的方法。

序列型排序学习方法实际上是直接优化性能评价指标，相比逐点型、序对型排序学习方法而

言，训练过程较为直观，损失函数同性能评价指标之间的一致性更强，而且不易受检索词关联文档

数目差异的影响。序列型排序学习方法内在地要优于序对型排序学习方法。

23.2 研究团队

目前研究排序学习的主要团队有微软亚洲研究院（如Hang Li，Tie-Yan Liu等），微软Bing搜

索已经使用RankNet算法，但更偏重于理论证明。俄罗斯的Yandex研究团队在2009年Yahoo!举办

的Learning to Rank Challenge中取得不错的名次，而且据说Yandex搜索引擎已经开始使用排序学

习训练的模型改善搜索质量。据称，Yandex 从2009年开始使用一种新的机器学习模型MatrixNet，

融合了上千种搜索因素，极大地改善搜索的质量。Yandex还举办了Internet Mathematics 2009竞

赛。2002年前后，AltaVista首先使用Boosted Tree Regression构建基于排序学习的排名系统，系统

上线后，排名第一的网页点击率有明显ᨀ升。百度网页搜索于2011年左右引入机器排序学习，并发

布排序学习算法工程师的招聘通知。Google对排序学习的兴趣不高；Cuil的CEO认为由机器学习

的模型没有人工构造的模型健壮。

数学界对排序问题的兴趣逐渐增加。Belgian Mathematical Society & National Commit-

tee of Mathematics 联合组织了2008年10月15日的The Mathematics of Ranking；美国数学学会

（American Institute of Mathematics）于2010年8月16日-20日承办的Workshop on the Mathemat-

ics of Ranking。

排序学习的研究团队主要包括：

• Soumen Chakrabarti’s group

• Olivier Chapelle’s group

• Thorsten Joachims’s group

• Dan Roth’s group

• Hongyuan Zha’s group

• Web Learning Group, Microsoft Research
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• Information Retrieval and Mining Group, Microsoft Research Asia

• Yandex’s lab, Yahoo! Research Center

• 大连理工大学信息检索研究室

• 南开大学智能信息处理实验室

23.3 PRank

2001年，Koby Crammer与Yoram Singer[223]ᨀ出PRank（Perceptron Rank）排名方法，将

检索词-文档对作为训练样本，每个训练样本对应一个相关等级。PRank 的目标是训练多个平行的

分隔超平面（感知器）将样本正确的区分开，根据PRank 训练得到的排序模型可以表示为如下形

式的判定函数：

f(x) = min
r∈{1,2,...,k}

{ωTx− br < 0} (23.1)

其中，参数ω表示分隔超平面的法向量，br表示分隔超平面的截距，r = 1, 2, . . . , k，并且满

足b1 < b2 < · · · < bk−1 < bk = +∞。

在训练过程，PRank同时调整法向量与截距组，从而减少预测排名的损失，并由模型的保序性

与误差有界性保证收敛性。

23.4 RankSVM

2002年，Thorsten Joachims[233]基于SVM技术，ᨀ出RankSVM，它是一个经典的序对型排序

学习模型。RankSVM根据样本真实相关等级对样本序对重新标记，比如对样本空间X中任意关联

于相同检索词的样本xi 与xj，构成序对zij = (xi, xj)，如果yi > yj，则标记zij 的类标为+1，否则

就标记为−1。从本质上来看，RankSVM是将排序问题转化为二元分类问题，并使用成熟的SVM技

术予以解决。

假设排名函数是线性模型

f(x) = ωTx,

RankSVM根据偏好序对集合P = {(i, j)|yi > yj , xi, xj ∈ X}，构建一个二次优化模型：

min
ω,ξ

1
2ω

Tω + C
∑

(i,j)∈P

ξij

s.t. ωT (xi − xj) > 1− ξij
ξij ≥ 0, ∀(i, j) ∈P

(23.2)

目标函数中，ωTω反映了超平面的间隔，ξij表示松弛变量。
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RankSVM模型能够利用复杂特征进行排序，并取得良好的排序效果，但是它存在一个致命的

缺陷：模型训练时间长。由于模型是序对型，对于大小为n的训练集，组成大约n2个样本序对，给

训练速度带来巨大的负面影响。对此，[87, 234]ᨀ出改进，降低训练复杂度。

由于RankSVM采用单一的判别函数对所有检索词排序，不具有普遍适用性，对其排序

性能构成负面影响。为此，[235]基于RankSVM，对每个检索词训练一个基本排序模型，使

用前向分步加法模型集成基本排序模型。假设训练集包含m个检索词S = {(x(i), y(i))}mi=1，其

中，x(i) = {x(i)
1 , . . . , x(i)

ni }表示第i个检索词的关联文档特征向量集合，ni表示关联文档的数目，

x(i)
j ∈ Rd表示第j个关联文档的特征向量，y(i) = {y(i)1 , . . . , y(i)ni }表示与x(i)对应的相关等级标记。验

证集是V = {(x(k), y(k))}Kk=1，其中K 表示验证集中包含的检索词总数。具体步骤如下：

（1） 选择(x(i), y(i)), i = 1, . . . ,m作为独立的训练数据集，在每个独立训练集上应用RankSVM训

练排序模型，构成m个基本排序模型{f (i)}mi=1。

（2） 对{f (i)}mi=1基本模型重新排列，构成一个有序队列π，并选择第一个排序模型记为f，计

算f在验证集上的平均性能mp，将f添加至候选排序模型集合F = {f}。

（3） 从有序队列π中选取第二个模型f ′，如果f + f ′在验证集上的平均性能mp′ ≥ mp，则更

新f = f + f ′,mp = mp′，将f ′添加到排序模型集合F = {f, f ′}；如果f + f ′ 的平均性

能mp′ < mp，则选择π下一个模型，直至遍历尽全部基本排序模型。

（4） 将候选排序模型集中所有候选排序模型加和，得到最终排序模型F，并计算F在验证集上的

平均性能mpmax。

（5） 重复执行以上三个步骤T次，将每次迭代获取的最终候选排序模型在验证集上的平均性能降

序排列，选择处于中间位置的mpmax对应的排序模型作为学习得到的最终排序模型。

[235]ᨀ出的模型时间复杂度为O((M/m)2×m) = O(M2/m)相比RankSVM的O(M2)ᨀ升了m

倍，易于训练大规模数据，其中M表示训练数据集中样本总量。此外，由于每次选择模型时仅仅

保留对平均性能有贡献的基本模型，因此排序的平均精度有所ᨀ升。

23.5 IR-SVM

[236]Adapting Ranking SVM to Document Retrieval

23.6 SVM-MAP

[231]A support vector method for optimizing average precision
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23.7 RankNet

2005年，微软研究院的Chris Burges等人[225]在第22届国际机器学习会议上ᨀ出RankNet算

法。它是一种典型的序对型排序学习方法，以神经网络生成模型的假设空间，以样本序对的真实

相关等级构建偏好概率模型和交叉熵损失函数，利用BP算法更新网络权值、优化调整模型参数。

RankNet算法是一种新颖有效的排序模型，据信已纳入微软Bing搜索引擎的核心搜索框架。

23.7.1. 交熵损失函数

给定任意一组文档对di, dj，它们的真实相关等级分别是yi, yj，对两者的相关等级差值yi−yj应

用Logistic变换，表示“人们偏好di甚至dj的概率”：

p(di ≻ dj) = pij =
1

1 + e−(yi−yj)
(23.3)

文档di的等级与dj的等级差值越大，则人们偏好di甚于dj的可能性越大。偏好概率关于等级差值

呈S形分布，当yi = yj，两个文档相关等级相同时，偏好概率为pij = 0.5，表现出的不确定最强。

当yi > yj时，偏好概率大于0.5，断定“文档di比文档dj更相关”的可信性更高；反之，偏好概率小

于0.5，断言“文档dj 比文档di更相关”更可信。

根据真实偏好概率的定义可以推知

yi − yj = log
pij

1− pij
(23.4)

对任意的三个文档di, dj , dk，由等式yi − yk = (yi − yj) + (yj − yk)，我们得到下面形式的关系式

pik =
pijpjk

pijpjk + (1− pij)(1− pjk)
(23.5)

可以证明：对于有限的训练样本，仅仅计算相邻样本对的偏好概率，便可唯一确定任意一个训练样

本对的偏好概率。

定理23.1. 给定一组样本xi, i = 1, . . . , n，自然数集合{1, . . . ,m}的排列组合π。任取π两个相邻位

置(i, i+ 1)，记k = π(i), j = π(i+ 1)，利用Logistic变换可以计算后验邻接概率pkj。给定任意一个

邻接概率集合，可以唯一确定任意一个样本对xi, xj的后验目标概率pij，反之亦然。

当 pij = pjk = p时有关系式

pik =
p2

p2 + (1− p)2
=

p2

2p2 − 2p+ 1
, p ∈ [0, 1] (23.6)

成立。根据组合概率pik同p的关系（见图23.2），只有在p = {0, 0.5, 1}时，才有组合概率pik = p。

当p < 0.5时，组合概率pik < p；当p > 0.5时，组合概率pik > 0.5。由分析可知，偏好概率模型是

一致的。
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图 23.2: 偏好概率模型
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图 23.3: 交叉熵损失函数

假设排序模型是连续函数f : Rm -→ R，对评分结果经过Logistic函数变换，可用于估计真实偏

好概率：

p̃ij =
1

1 + e−oij
(23.7)

其中，oij = f(θ, xi)− f(θ, xj)表示样本序对的预测差值。

排序模型预测结果同真实结果之间的差异可以使用概率分布的交叉熵距离表示，并直接用于度

量排序模型在样本序对(xi, xj)上的预测损失

Lij = −
[
pij log p̃ij + (1− pij) log(1− p̃ij)

]

= pij log(1 + e−oij ) + (1− pij) log(1 + eoij )

= log(1 + eoij )− pijoij

(23.8)

交叉熵损失函数Lij与真实偏好概率pij密切相关（见图23.3），偏好概率pij取值不同，损失函数

随预测差值的变化趋势也不同。当pij = 0.5 时，表明样本序对的真实排名相同，损失函数关于样

本序对的预测差值oij对称。当oij = 0时损失量最小Lij = log 2，仍大于零。

23.7.2. 训练

RankNet算法使用一个三层神经网络表示排序模型

f(θ, x) = ϕ
(
b+

h∑

l=1

υlφl

(
bl +

m∑

k=1

ωklxk

))
(23.9)

其中，输入层有m个输入节点，隐藏层有h个节点，输出层只有一个输出节点。隐藏层的刺激函

数为φ1, . . . ,φh，输出层的刺激函数ϕ，均为Sigmoid函数。b1, . . . , bh与b都是偏置量。参数ωkl表示

第k个输入节点到第l个隐藏节点的连接权值，υl则是第l个隐藏节点到输出节点的权值。xk表示输

入向量x的第k个元素。

RankNet算法使用样本训练集{xi, yi}ni=1上的偏好序对

P = {(i, j) | yi ≥ yj , i, j = 1, . . . , n} (23.10)
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Algorithm 10 RankNet算法
Input: 训练集{(xi, xj), pij , (i, j) ∈P}，学习率η，迭代次数T，初始网络参数θ0

for t = 1, . . . , T do

for对任意的(i, j) ∈P do

1. 前向传播：以(xi, xj)为输入，计算当前网络的输出值

fi = f(θt−1, xi)

fj = f(θt−1, xj)

2. 反向传播：使用梯度下降法更新网络参数

θt = θt−1 − η∇Lij

end for

end for

Output: 排序模型f(θT , x)

作为网络模型训练样本的索引集，每次训练时从训练集中选取一对样本(xi, xj)作为输入，通过前

向传播（Forward Propagation）在整个网络扩散，产生一对网络输出(f(θ, xi), f(θ, xj))。

假设网络模型的刺激函数都是连续可微的，可以计算网络模型f(θ, x)交叉熵损失函数的梯度

∇θLij =
∂Lij

∂oij
[∇θfi −∇θfj ] (23.11)

其中，fi = f(θ, xi), fj = f(θ, xj)。根据fi关于b, υl, bl,ωkl的一阶导数

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇bfi = ϕ′(θ, xi) ≡ ∇(i)
1

∇υlfi = ϕ′(θ, xi)φl(bl,ω, xi) = ∇(i)
1 φl(bl,ω, xi)

∇blfi = ϕ′(θ, xi)υlφ′
l(bl,ω, xi) = ∇(i)

1 υlφ′
l(bl,ω, xi) ≡ ∇(i)

2

∇ωklfi = ϕ′(θ, xi)υlφ′
l(bl,ω, xi)xik = ∇(i)

2 xik

(23.12)

可以推导得到损失函数Lij的梯度：

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇bLij = L′
ij

[
∇(i)

1 −∇
(j)
1

]

∇υlLij = L′
ij

[
∇(i)

1 φl(bl,ω, xi)−∇(j)
1 φl(bl,ω, xj)

]

∇blLij = L′
ij

[
∇(i)

2 −∇
(j)
2

]

∇ωklLij = L′
ij

[
∇(i)

2 xik −∇(j)
2 xjk

]

(23.13)

观察可以发现，神经网络中参数更新的方向是从输出层开始逐层往后直至输入层，这种根据梯

度下降法更新参数的流程因此称作反向传播（Backward Propagation）：

θ ← θ − η∇Lij (23.14)
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其中，η表示学习率。

在训练模型时，RankNet采用了一种简化的概率化规则

pij =

⎧
⎨

⎩
1 yi > yj

0.5 yi = yj
(23.15)

23.7.3. 批量更新

原始的RankNet算法使用的是随机梯度下降法，每次更新网络模型参数的粒度都是单个样本

对，梯度计算的复杂度是O(N2)，其中N 表示平均每个检索词的关联文档数目。2007年，Burges等

人[226]在原始RankNet算法的基础上设计出一种高效的训练方法，他们ᨀ出将梯度计算的中间结

果保存再利用，使用累加形式的梯度值对参数一次性更新，参数更新的粒度是检索词层面。这种方

法由此称为批量梯度下降法，计算复杂度仅为O(N)。

Algorithm 11批量更新版RankNet算法
Input: 训练集Q,X ,Y，学习率η，迭代次数T，初始网络参数θ0

for t = 1, . . . , T do

for任意的检索词q ∈ Q do

for检索词q的任意关联文档x do

前向传播：以x为输入，计算并保存所有隐藏节点与输出节点的输出值

end for

反向传播：使用批量梯度下降法更新网络参数

θt = θt−1 − η
∑

i

(
λi
∂fi
∂θ

)∣∣∣
θt−1

end for

end for

Output: 排序模型f(θT , x)

网络模型在所有样本序对P上的预测损失可以表示成一种加和形式

L =
∑

(i,j)∈P

Lij (23.16)

对于单个样本序对(xi, xj)，我们使用Lij关于函数值fi, fj的导数可以推知：

∂L

∂θ
=

∑

(i,j)∈P

(∂Lij

∂fi

∂fi
∂θ

+
∂Lij

∂fj

∂fj
∂θ

)
(23.17)

为方便记，我们定义两个指标集Pi∗与P∗i：

Pi∗ = {j | (i, j) ∈P} , P∗i = {j | (j, i) ∈P} (23.18)
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索引集可以拆分如下：
∑

(i,j)∈P

=
n∑

i=1

∑

j∈Pi∗

=
n∑

j=1

∑

i∈P∗j

(23.19)

根据索引集的拆分形式，重新整理等式(23.17)可得

∂L
∂θ =

∑
i

∑
j∈Pi∗

∂Lij

∂fi
∂fi
∂θ +

∑
j

∑
i∈P∗j

∂Lij

∂fj

∂fj
∂θ

=
∑
i

∂fi
∂θ

∑
j∈Pi∗

∂Lij

∂fi
+
∑
j

∂fj
∂θ

∑
i∈P∗j

∂Lij

∂fj

=
∑
i

∂fi
∂θ

[ ∑
j∈Pi∗

∂Lij

∂fi
+

∑
j∈P∗i

∂Lji

∂fi

]
(23.20)

对于每个数据样本xi，经过网络模型的一次前向传播计算其输出分值fi，并且每个样本都涉及两个

加和形式的梯度运算

λi =
∑

j∈Pi∗

∂Lij

∂fi
+
∑

j∈P∗i

∂Lji

∂fi
, i = 1, . . . , n (23.21)

两个加和项的计算量与数据样本相关等级数目、每个相关等级的文档数目有关，相对计算量较小。

每个数据样本最后都需要计算一个关于参数θ梯度值。

23.8 LambdaRank

排名标准度量指标通常是非平滑的，对直接优化形成阻碍。对此，在机器学习领域，有两种常

用的间接优化的方法：确定标准度量指标的平滑边界函数或者近似函数，通过优化边界函数或近似

函数，实现间接优化标准度量指标的目的。无论是界函数还是近似函数都与真实的标准度量指标存

在一定的差距，间接优化的结果与真实最优解不一致性。

2007年，Burges等人[226]分析排序性能、损失函数及样本序对排名间的关系，巧妙地避开非

平滑函数梯度的计算，直接构造具有期望性质的梯度函数（Lamda函数类），并将这种思想应用

到RankNet算法，基于非平滑的标准度量指标（NDCG）训练排序模型。他们直接定义了损失函数

关于预测结果的梯度，并使用希腊字母λ表示，所设计的算法由此称为LambdaRank。

23.9 LambdaMART

2010年，Burges[117, 237]使用梯度ᨀ升决策树（Gradient Boost Decision Tree，也称MART），

训练排序模型，在LambdaRank 算法的基础上，发展成为高效的LambdaMART算法，并一举赢

得Yahoo!排序学习挑战赛（Learning To Rank Challenge）第一轮比赛。LambdaRank算法改进

于RankNet算法，都是基于神经网络构建的排序模型，而LambdaMART基于回归决策树，可视为

决策树版本的LambdaRank算法。
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23.10 GBRank

[238]A Regression Framework for Learning Ranking Functions Using Relative Relevance

Judgments

23.11 GBlend

Learning to Blend by Relevance[239]

23.12 QBRank

A General Boosting Method and its Application to Learning Ranking Functions for Web

Search[116]

23.13 ListNet

2007年，Cao等人[227]ᨀ出的ListNet是第一个序列型排序学习方法，比逐点型、序列型排序

学习方法性能优越。ListNet算法根据Plackett-Luce模型，从排序模型预测的分值列表中计算排列

概率分布（Permutation Probability Distribution），将文档真实标记作为文档分值，据此计算真实

概率分布。ListNet定义了排序模型预测的概率分布与真实概率分布之间的交叉熵损失函数，利用

梯度下降法最小化损失函数，达到优化排序模型的目的。

定义23.1 (排列概率). 假设Π[n]表示由n个对象所有可能排列构成的集合，由对象分值列表Y生成排

列π ∈ Πn的概率定义如下：

P (π|Y ) =
n∏

i=1

φ(yπ−1(i))
n∑

k=i
φ(yπ−1(k))

,

其中yπ−1(i)表示π中排第i位的对象π−1(i)的分值，φ > 0是一个单调递增函数。这种模型称作Luce模模模

型型型，其复杂度是O(n!)，当n增加，会产生巨大的计算开销。

文档排名问题主要目标是确保“排名越靠前越相关”，我们来看排名前K的对象排列分布。

定义23.2 (TopK概率). 对于给定的K < n，我们如果只关注排名前K的对象，由对象分值列表Y生

成排列π ∈ Π[n]的概率定义如下：

P (π|Y ;K) =
K∏

i=1

φ(yπ−1(i))
n∑

k=i
φ(yπ−1(k))

.

其复杂度是O(nK)，只需要计算n!/(n−K)!次，远远小于n!。
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ListNet算法使用的是最简的Top-1概率，根据定义由对象分值列表Y生成排列π的Top-1概率可

表示如下

P (π|Y ; 1) =
φ(yπ−1(1))

n∑
k=1

φ(yπ−1(k))
.

假设Ŷ = f(X;Θ)是模型f对训练样本的相关性预测评分列表，Y是训练样本的真实相关性评分列

表，ListNet算法使用P (π|Ŷ ; 1)近似表示P (π|Ŷ )，使用P (π|Y ; 1) 近似表示P (π|Y )，通过最小化交

叉熵损失函数

L(X,Y ;Θ) = −
n∑

π−1(1)=1

P (π|Y ; 1) logP (π|Ŷ ; 1)

训练预测模型参数Θ。

23.14 ListMLE

2008年，Xia等人[229]从损失函数的一致性出发，ᨀ出一个新的序列型排序学习算法ListMLE。

它是ListNet的一个拓展，也是通过神经网络，应用梯度下降法最小化损失函数，训练出最优排名

函数。两者都是建立在Plackett-Luce概率模型之上的序列型排序学习方法，但是使用的损失函数不

同，ListNet使用的是交叉熵损失函数，而ListMLE使用的则是似然损失函数。

假设Y是训练样本的真实相关性评分列表，根据真实相关性评分从高到低排序，可以生成一个

排列π。ListMLE方法利用TopK概率模型，定义损失函数为对数似然函数

L(X,Y ;Θ) = − logP (Ŷ |X;Θ) = − log
K∏

i=1

φ(f(xπ−1(i);Θ))
n∑

k=i
φ(f(xπ−1(k);Θ))

.

23.15 FRank

FRank: A Ranking Method with Fidelity Loss[240]

23.16 BoltzRank

BoltzRank: Learning to maximize expected ranking gain[241]

23.17 SortNet

SortNet: learning to rank by a neural-based sorting algorithm[242]
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23.18 RankBoost

2003年，Freund等人ᨀ出了RankBoost方法[164]，其基本思想源于AdaBoost[160, 161]。它根

据排序模型在样本序对上的预测误差，训练多个弱排名函数ht，并加权形成组合排序模型

fT =
T∑

t=1

αtht,

αt表示弱排名模型ht的权重。

RankBoost使用反馈函数以真实地反映文档序关系，根据样本的原始分值对样本序对重新标

记，作为序对型训练样本的真实标记，并定义一种分类误差最小化的排名损失函数，期望训练得

到的模型的预测结果与反馈结果尽可能地一致。RankBoost是首个Boosting框架下用于排序问题

的学习算法，属于序对型排序学习方法，可应用于元搜索引擎排名聚合、协同过滤推荐系统等。

RankBoost算法可以概括如下：

Algorithm 12 RankBoost学习算法
Input: 训练集S = {qi, xi, yi}mi=1，迭代次数T，特征集合Φ

• 在训练集上对每个检索词构建一组序对集Pi = {(x1, x2) | y1 > y2}，初始化序对样

本X ×X上的概率分布D1

for t = 1, . . . , T do

1. 基于样本序对的概率分布D训练弱排序模型ht : X -→ R

2. 给弱排序模型赋权值αt ∈ R

3. 更新概率分布

Dt+1(x1, x2) = Dt(x1, x2)
exp

{
− αt

[
ht(x1)− ht(x2)

]}

Zt
(23.22)

其中，Zt是标准化因子。

end for

Output: 最终排名函数fT =
T∑

t=1
αtht

根据RankBoost的概率分布更新方式可知，如果ht能够对P中的文档序对给出正确的排名，也

就是说当ht(x1) − ht(x2) > 0，由于αt > 0，相应地需要降低该序对在下轮迭代中的权重；否则，

增大权重。这个特征与Boosting技术精神是吻合的。

23.18.1. 排名误差

对于RankBoost的排名误差，可以证明“最终排名函数fT在初始概率分布D1下的排名误差有
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上界”：

LD1(fT ) ≤
T∏

t=1

Zt (23.23)

我们下面给出简要证明。

证明：根据排名误差的定义：

LD1(fT ) =
∑

(x1,x2)∈P

D1(x1, x2)I(fT (x1) ≤ fT (x2)) ≤
∑

(x1,x2)∈P

D1(x1, x2) exp(−[fT (x1)− fT (x2)])

(23.24)

由概率分布更新策略可知：

Dt+1(x1, x2) = Dt(x1, x2)
exp

{
− αt

[
ht(x1)− ht(x2)

]}

Zt
(23.25)

将其在T + 1处展开可得：

DT+1(x1, x2) = D1(x1, x2)
T∏

t=1
exp

{
− αt

[
ht(x1)− ht(x2)

]}
/

T∏
t=1

Zt

= D1(x1, x2) exp
{ T∑

t=1
−αt

[
ht(x1)− ht(x2)

]}
/

T∏
t=1

Zt

= D1(x1, x2) exp(−[fT (x1)− fT (x2)])/
T∏

t=1
Zt

(23.26)

根据展开式，则

LD1(fT ) ≤
∑

(x1,x2)∈P

DT+1

T∏

t=1

Zt =
T∏

t=1

Zt, (23.27)

证毕。

根据排名误差上界可以推断，如果在每轮迭代过程通过选择合适的弱学习器，并给其赋予恰当

的权值，最小化标准化因子

Zt =
∑

(x1,x2)∈P

Dt(x1, x2) exp
{
− αt

[
ht(x1)− ht(x2)

]}
(23.28)

则可以保证训练得到一个低排名误差的组合模型fT。

23.18.2. 弱学习器选择和赋权

根据上一小节的结论，弱学习器的选择与赋权的目标是最小化标准化因子：

(αt, ht) = argmin
α,h

∑

(x1,x2)∈P

Dt(x1, x2) exp
{
− α

[
h(x1)− h(x2)

]}
(23.29)

下面我们将重点介绍弱学习器选择与加权的基本思路。为方便记，在不引起混淆的情况，我们

将省略掉变量下标t。

给定弱学习器h，标准化因子是单变量α的函数，使用简单的搜索算法即可确定其唯一的最小

值点。对于特殊的弱学习器，比如二元函数h ∈ {0, 1}，定义

Wb =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)I(h(x1)− h(x2) = b) (23.30)
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则b ∈ {−1, 0, 1}，根据定义，W+1表示能够被h正确排序的文档序对权重，类似地，W−1则等于

被h错误排列的文档序对权重。

利用Wb改写标准化因子：

Z(α) =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2) exp
{
− α

[
h(x1)− h(x2)

]}
= W−1e

α +W0 +W+1e
−α (23.31)

根据极值条件可以推得
dZ

dα
= W−1e

α −W+1e
−α = 0 (23.32)

成立，Z(α)的最小值点为

α̂ =
1

2
log(

W+1

W−1
) (23.33)

如果W+1 ≥W−1，则α̂ ≥ 0；否则，α̂ < 0。

将最小值点α̂带入标准化因子

Z(α̂) = W0 + 2
√
W−1W+1 (23.34)

使用二元弱学习器h ∈ {0, 1}对文档排名，实际上是将排序问题转化为二元分类问题，直接使

用成熟的分类理论处理排名问题，适用范围受到极大的限制。我们下面将介绍另外一种常见的形

式：h ∈ [0, 1]。

给定弱学习器h ∈ [0, 1]，我们利用Z的近似（界）确定h的最优权值α。根据eαx的凸性可知，

如果x ∈ [0, 1]，则有下式

eαx ≤ 1 + x

2
eα +

1− x

2
e−α (23.35)

成立。对于Z(α)

Z(α) =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2) exp
{
− α

[
h(x1)− h(x2)

]}

≤
∑

(x1,x2)∈P

[
D(x1, x2)

1−
[
h(x1)−h(x2)

]

2 eα +
1+
[
h(x1)−h(x2)

]

2 e−α

]

= ( 1−ϕ
2 )eα + ( 1+ϕ

2 )e−α

! Z̃(α)

(23.36)

其中，

ϕ =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)
[
h(x1)− h(x2)

]
(23.37)

表示弱学习器对x1与x2预测结果的期望间隔。

我们通过最小化Z(α)的上界函数Z̃(α)，达到间接优化Z(α)的目的。根据极值条件

dZ̃(α)

dα
= (

1− ϕ
2

)eα − (
1 + ϕ

2
)e−α = 0 (23.38)

可以求得最小值点

α̂ =
1

2
ln

1 + ϕ

1− ϕ (23.39)
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从而可得最优标准化因子

Z(α̂) ≤
√
1− ϕ2 (23.40)

为了实现近似最小化Z，根据以上推导过程，我们选择能够最大化|ϕ|的弱学习器，即：

ĥ = argmax
h

|ϕ| = argmax
h

∣∣∣∣
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)
[
h(x1)− h(x2)

]∣∣∣∣ (23.41)

这正是RankBoost所采用的弱学习器选择与赋权方案：通过最大化期望间隔选择弱学习器，实现近

似最小化标准化因子进而最小化排序损失给弱学习器赋权。

23.18.3. 弱学习器的构造

无论是弱学习选择还是赋权都是基于指定类型的弱学习器，必然会涉及到弱学习器的构造问

题。本节主要讨论弱学习器之弱排序模型的构造方法。

构造弱排名函数h最简单也是最明了的方法是使用样本的单个排名特征fi作为排名函数，然而

此法的薄弱之处在排名特征对真实分值的过分依赖[164]，在诸如排名聚合之类的应用中，我们无

从得知各自的真实分值，并且不同搜索引擎所采用的评分算法不同，纵然知晓具体分值，也不能直

接使用。对于任意类型的搜索引擎，从搜索结果中我们能够获得的最具价值、最宜标准化的信息是

关联文档的相对序关系，而且更易推广，适用性也更强。鉴于此，我们主要关注基于相对序关系信

息构造弱排名函数。

[164]声称在构造弱排名函数时，忽略排名特征的具体分值，仅使用排名特征ᨀ供的排序信息。

实际上，弱排名函数是依赖于具体分值fi(x)同一个阈值θ比较结果：

h(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 fi(x) > θ

0 fi(x) ≤ θ

q fi(x) = ⊥

(23.42)

其中，θ，q ∈ {0, 1}是优化选择的参数，而fi(x) = ⊥表示排名特征为获取x的任何信息。

根据弱排名函数的选择与赋权分析流程，如果通过优化(23.34)选择弱排名函数时间复杂度

是O(n|Φ||χΦ|)。如果通过优化(23.41)选择弱排名函数，可以通过变换合并ϕ各项，从而减少时间复
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杂度至O(|Φ|)：

ϕ =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)
[
h(x1)− h(x2)

]

=
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)h(x1)−
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)h(x2)

=
∑
x1

h(x1)
∑

x2∈P1∗

D(x1, x2)−
∑
x2

h(x2)
∑

x1∈P∗2

D(x1, x2)

=
∑
x1

h(x1)
∑

x2∈P1∗

D(x1, x2)−
∑
x1

h(x1)
∑

x2∈P∗1

D(x2, x1)

=
∑
x1

h(x1)
[ ∑
x2∈P1∗

D(x1, x2)−
∑

x1∈P∗2

D(x2, x1)
]

=
∑
x
h(x)

[ ∑
x≻x′

D(x, x′)−
∑
x′≻x

D(x′, x)
]

=
∑
x
h(x)π(x)

(23.43)

其中，π(x) =
∑
x≻x′

D(x, x′)−
∑
x′≻x

D(x′, x)。对于排名特征fi，如果将h(x)的表达式带入ϕ，可得：

ϕ =
∑

x:fi(x)>θ

π(x) + q
∑

x:fi(x)=⊥

π(x) (23.44)

根据π(x)的定义可知
∑
x
π(x) =

∑
x

∑
x≻x′

D(x, x′)−
∑
x′≻x

D(x′, x) = 0，故而：

∑

x:fi(x)=⊥

π(x) = −
∑

x:fi(x)̸=⊥

π(x) (23.45)

ϕ可以进一步化简得：

ϕ =
∑

x:fi(x)>θ

π(x)− q
∑

x:fi(x)̸=⊥

π(x) = L− qR (23.46)

在学习弱排名函数时，遍历特征集f ∈ {fi}ni=1，阈值列表θ ∈ {θj}Jj=1，计算L,R，选择一个局部最

优的q ∈ {0, 1}，计算ϕ，从而优选出全局最优的参数组合。

23.18.4. 二分反馈

本小节主要考察一种特殊的反馈函数――二分反馈（Bipartite Feedback）：在X上存在两个不

相交的子集X1, X2，如果对于任意的x1 ∈ X,x2 ∈ X，反馈函数定义成下面的形式：

Φ(x1, x2) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

−1, x1 ∈ X2, x2 ∈ X1,

1, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2,

0, x1 ∋ X1|x2 ∋ X2,

(23.47)

则用于表达偏好关系的反馈函数Φ是二分反馈。二分反馈可以很容易的推广到一般类型的反馈。

如果令Zt = Z1
t · Z2

2，可以推导它等价于一般形式的标准化因子：

Dt+1(x1, x2) = Dt(x1, x2)
exp
{
−αt

[
ht(x1)−ht(x2)

]}

Zt

= ωt(x1)
exp(αtht(x1))

Z1
t

· ωt(x2)
exp(αtht(x2))

Z2
t

= ωt+1(x1)ωt+1(x2)

(23.51)
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Algorithm 13 RankBoost二分反馈学习算法
Input: 训练集X上不相交的子集X1, X2，迭代次数T

• 初始化样本分布

ω1(x) =

⎧
⎨

⎩
1/|X1| , x ∈ X1

1/|X2| , x ∈ X2

(23.48)

• 根据样本权值概率分布，初始化样本序对分布D1(x1, x2) = ω1(x1)ω1(x2)

for t = 1, . . . , T do

1. 基于样本序对的概率分布Dt(x1, x2) = ωt(x1)ωt(x2)训练弱排序模型ht : X -→ R

2. 给弱排序模型赋权αt ∈ R

3. 更新概率分布

ωt+1(x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ωt(x)
exp(αtht(x))

Z1
t

, x ∈ X1

ωt(x)
exp(−αtht(x))

Z2
t

, x ∈ X2

(23.49)

其中，Zi
t是Xi上的标准化因子（i = 1, 2）：

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Z1
t =

∑
x∈X1

ωt exp(αtht(x))

Z2
t =

∑
x∈X2

ωt exp(−αtht(x))
(23.50)

end for

Output: 最终排名函数fT =
T∑

t=1
αtht
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在二分反馈形式的RankBoost算法中，若选择最佳的弱学习器，需要最大化ϕ，我们充分利用

二分反馈的特点，重新改写ϕ：

ϕ =
∑

(x1,x2)∈P

D(x1, x2)
[
h(x1)− h(x2)

]

=
∑

(x1,x2)∈P

ω(x1)ω(x2)
[
h(x1)− h(x2)

]

=
∑

(x1,x2)∈P

ω(x1)ω(x2)h(x1)−
∑

(x1,x2)∈P

ω(x1)ω(x2)h(x2)

=
∑

x1∈X1

ω(x1)h(x1)
∑

x2∈X2

ω(x2)−
∑

x2∈X2

ω(x2)h(x2)
∑

x1∈X1

ω(x1)

(23.52)

为方便记，我们引入新的变量：

s(x) =

⎧
⎨

⎩
+1, x ∈ X1

−1, x ∈ X2

(23.53)

故而：

ϕ =
∑

x1∈X1

s(x1)ω(x1)h(x1)
∑

x2∈X2

ω(x2) +
∑

x2∈X2

s(x2)ω(x2)h(x2)
∑

x1∈X1

ω(x1)

=
∑
x

[
s(x)ω(x)h(x)

∑
x′:s(x′)=−s(x)

ω(x′)

] (23.54)

二分反馈的计算优势是明显的，可以将计算复杂度从O(|X1| · |X2|)降低至O(|X1|+ |X2|)。

23.18.5. 泛化误差

这一小节，我们基于二元排序模型h ∈ {0, 1}与二分反馈函数Φ确立组合排序模型的泛化界。

假设Φ将样本空间X分成两个互不相交的部分X,Z，使得对任意的x ∈ X, z ∈ Z，都有Φ(x, z) > 0，

即X中样本排名高于Z。

在机器学习理论中，通常假设在样本空间X存在Ḁ个未知的分布，训练数据与测试数据均

是独立同分布的样本集合。对于二分反馈排序模型，最容易想到的是假设样本序对独立同分布

于X × X上的Ḁ个分布D。实际上，训练集中样本序对独立性都得不到满足，因此需要另辟新径：

假设在集合X,Z 上各存在一个样本分布D1, D2，则原始训练集就是分别服从D1, D2的样本集合的

并。

由RankBoost算法所确定的组合排序模型fT (x) =
T∑

t=1
αtht(x)，通过分值对文档排名。为分析

模型对样本序对的预测精度，我们定义

H(x, z) = sgn

( T∑

t=1

αtht(x)−
T∑

t=1

αtht(z)

)
(23.55)

其中，ht ∈ H，H ∈ C。H是二元函数类，C是函数集。

如果H(x, z) ̸= 1，则表明H在(x, z) ∈ X × Z上产生预测误差，结合排序问题的概率模型，由

此我们可定义H的泛化误差：

ε(H) =
∑

(x,z)∈X×Z

p(x, z)I(H(x, z) ̸= 1) = E
[
I(H(x, z) ̸= 1)

]
(23.56)
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可以证明泛化误差的定义与测试误差是一致的。对于测试样本集合TX × TZ，TX = {x1, . . . , xp}，

TZ = {z1, . . . , zp}，则H的期望测试误差如下：

E
[

1
pq

p∑
i=1

q∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)

]
= 1

pq

p∑
i=1

q∑
j=1

E
[
I(H(xi, zj) ̸= 1)

]

= 1
pq

p∑
i=1

q∑
j=1

∑
(xi,zj)∈TX×TZ

p(xi, zj)

[
I(H(xi, zj) ̸= 1)

]

= 1
pq

p∑
i=1

q∑
j=1

ε(H)

= ε(H)

(23.57)

假设训练样本是SX × SZ，SX = {x1, . . . , xm}，SZ = {z1, . . . , zn}，类似地可以给出H的训练

误差：

ε̂(H) =
1

mn

m∑

i=1

n∑

j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1) (23.58)

我们的目标是证明：训练误差ε̂(H)以很高的概率逼近于泛化误差ε(H)，意味着组合排序模型

在训练集上的表现具有足够的代表性，无论学习算法选择何种组合排序模型，模型的训练误差都能

够精确地估计其泛化误差。换言之，对任意η > 0，都存在一个小量ϵ > 0使得：

p
(
∃H ∈ C : |ε̂(H)− ε(H)| > ϵ

)

= p

(
∃H ∈ C :

∣∣∣∣
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)−
∑

(x,z)∈X×Z

p(x, z)I(H(x, z) ̸= 1)

∣∣∣∣ > ϵ

)

≤ η

(23.59)

整理绝对值内的量可得：

1
mn

m∑
i=1

n∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)−
∑

(x,z)∈X×Z

p(x, z)I(H(x, z) ̸= 1)

= 1
mn

m∑
i=1

n∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)−
∑
x∈X

∑
z∈Z

p(x)p(z)I(H(x, z) ̸= 1)

=

[
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)− 1
m

m∑
i=1

∑
z∈Z

p(z)I(H(xi, z) ̸= 1)

]

+

[
1
m

m∑
i=1

∑
z∈Z

p(z)I(H(xi, z) ̸= 1)−
∑
x∈X

∑
z∈Z

p(x)p(z)I(H(x, z) ̸= 1)

]

= 1
m

m∑
i=1

[
1
n

n∑
j=1

I(H(xi, zj) ̸= 1)−
∑
z∈Z

p(z)I(H(xi, z) ̸= 1)

]

+
∑
z∈Z

p(z)

[
1
m

m∑
i=1

I(H(xi, z) ̸= 1)−
∑
x∈X

p(x)I(H(x, z) ̸= 1)

]

(23.60)

为了使用分类泛化误差的结果，我们定义F : X × Z → {0, 1}，表示函数H给(x, z)的排序是否

正确，即F (x, z) = I(H(x, z) ̸= 1)，则我们可以重写上面的等式为：

1

m

m∑

i=1

[
1

n

n∑

j=1

F (xi, zj)−
∑

z∈Z

p(z)F (xi, z)

]
+
∑

z∈Z

p(z)

[
1

m

m∑

i=1

F (xi, z)−
∑

x∈X

p(x)F (x, z)

]
(23.61)

给定z ∈ Z，则F (x, z)可以看做是一个单变量二元函数，假设Fz表示所有给定z的二元函数类，

则(23.61)第二部分中F取自
⋃
z
Fz。根据Vapnik[72]，对于任意η > 0，存在Ḁ个与训练集SX大小m、

$%"&'#( 238 )!*+",$



23.18. RankBoost
!"#

错误概率η和函数类
⋃
z
Fz 的VC维d1有关的ε1(m, η, d1)，使得

p

(
∃F ∈

⋃

z

Fz :

∣∣∣∣
1

m

m∑

i=1

F (xi, z)−
∑

x∈X

p(x)F (x, z)

∣∣∣∣ > ε1(m, η, d1)

)
< η (23.62)

成立，其中：

ε1(m, η, d1) = 2

√
d1(ln(2m/d1) + 1)− ln(η/9)

m
(23.63)

对于(23.61)第一部分，我们可以得到类似的结论：对于任意η > 0，存在ε2(n, η, d2)，使得

p

(
∃F ∈

m⋃

i=1

Fxi :

∣∣∣∣
1

n

n∑

j=1

F (xi, zj)−
∑

z∈Z

p(z)F (xi, z)

∣∣∣∣ > ε2(n, η, d2)

)
< η (23.64)

成立，其中：

ε2(n, η, d2) = 2

√
d2(ln(2n/d2) + 1)− ln(η/9)

n
(23.65)

对于给定的z ∈ Z：

F (x, z) = I(H(x, z) ̸= 1)

= I

(
T∑

t=1
αtht(x) ≤

T∑
t=1

αtht(z)

)

= I

(
T∑

t=1
αtht(x)− b ≤ 0

)
(23.66)

其中，b =
T∑

t=1
αtht(z)是关于z的常数。Freund与Schapire[160]基于T、弱排名函数类H的VC维d ≥

2给出此函数类
⋃
z
Fz的VC维上界：

d1 ≤ 2(d+ 1)(T + 1) log2(e(T + 1)) (23.67)

类似地，我们可以推断：

d2 ≤ 2(d+ 1)(T + 1) log2(e(T + 1)) (23.68)

由此，我们可以得到下面的定理：

定理23.2. 假设C是形如

H(x, z) = sgn

( T∑

t=1

αtht(x)−
T∑

t=1

αtht(z)

)

的函数集，其中ht ∈ H，并且其VC维VH = d。假设SX , SZ分别是大小为m,n的训练样本样本，

H ∈ C，对任意的η > 0，概率不等式

p

(
|ε̂(H)− ε(H)| > 2

√
d′(ln(2m/d′) + 1)− ln(η/18)

m
+ 2

√
d′(ln(2n/d′) + 1)− ln(η/18)

n

)
≤ η

(23.69)

成立，其中

d′ = 2(d+ 1)(T + 1) log2(e(T + 1)). (23.70)
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23.19 SSRankBoost

[243]A Boosting Algorithm for Learning Bipartite Ranking Functions with Partially Labeled

Data

23.20 AdaRank

2007年，Xu等人[165]使用Boosting技术，发明了AdaRank排名算法。AdaRank根据弱排名函

数备选集合（比如特征集合，每个特征都可以作为独立的排名函数）中的备选排名函数在训练数据

集上的平均性能，选取一组弱排名函数，并根据其平均性能确定入选的弱排名函数的权值。一般

地，如果排名函数平均性能越高，则相应的权值越大，反之亦反。

AdaRank算法是一种迭代学习算法，每次迭代选取一个弱排名函数（弱学习），最终以线性加

权的方式组合各个弱排名函数，形成最终排序模型。在训练过程中，需要根据组合形式的弱排名函

数在各个检索词上的表现，调整各个检索词的概率权值。如果组合形式的弱排名函数在检索词上

的表现越好，则降低该检索词的概率权值，反之则ᨀ升其权值，从而总能在下轮迭代中实现重点

突破。AdaRank算法承袭了Boosting技术弱学习能力，能够将一组弱排名函数集成一个强学习器

（排序模型）。

由于NDCG、MAP等排名精度评价标准非平滑性，我们无法基于标准ᨀ升技术直接推导弱

排名函数最优权值的解析形式。传统的优化算法，如梯度下降法、坐标下降法，均以迭代方式逐

步优化目标函数，只是在每次更新参数时确保目标（损失函数）保持下降趋势[165]。从这个意义

上来说，任何能够使总体损失持续减少的参数更新策略都是合适的（在收敛速度上有所区别）。

AdaRank从AdaBoost算法获得启发，使用了一种形式相似的弱排名函数权值公式，采用先猜测再

证明的方式，从理论上证明，在一定条件下，可以保证训练过程损失持续减少，从而实现优化损失

函数的目的。

下面我们证明AdaRank算法的一个重要性质：只要满足

e−δtmin

√
1− ϕ2

t < 1 (23.75)

其中， ⎧
⎨

⎩
δti = E(xi, yi, ft−1 + αtht)− E(xi, yi, ft−1)− αtE(xi, yi, ht)

δtmin = min
i∈{1,...,m}

δti

则模型的排序性能可以持续改善。

证明：根据αt,ϕt的定义可知：

eαt =

√
1 + ϕt

1− ϕt
(23.76)

最终排序模型fT在训练集上的平均性能
1
m

m∑
i=1

E(xi, yi, fT )是衡量AdaRank算法的重要标准，
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Algorithm 14 AdaRank算法
Input: 训练集S = {qi, xi, yi}mi=1，迭代次数T，标准评价指标E，检索词概率分布P1(i) = 1/m，

特征集合Φ

for t = 1, . . . , T do

1. 根据训练集S上的检索词概率分布Pt，从特征集合中选择出弱排名函数ht：

ht = argmax
ht∈Φ

ϕt (23.71)

其中，

ϕt =
m∑

i=1

Pt(i)E(xi, yi, ht)

2. 给弱排名函数ht赋最优权值αt：

αt =
1

2
log

1 + ϕt

1− ϕt
(23.72)

表示平均性能。

3. 组合弱排名函数ft−1与ht：

ft = ft−1 + αtht (23.73)

4. 根据ft−1在各个检索词上的表现，更新检索词的分布Pt+1:

Pt+1(i) =
1

Zt
exp{−E(xi, yi, ft)} (23.74)

其中，

Zt =
m∑

i=1

exp{−E(xi, yi, ft)}

end for

Output: 最终排名函数fT =
T∑

t=1
αtht
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可以用于说明AdaRank算法持续改善模型性能。下面我们从模型的平均性能指标的下界出发进行

深入分析。

由于模型中用于衡量排序性能的指标E ∈ [0, 1]，所以e−E ≥ 1− E，从而有：

1
m

m∑
i=1

E(xi, yi, fT ) ≥ 1
m

m∑
i=1

{
1− exp{−E(xi, yi, fT )}

}

= 1− 1
m

m∑
i=1

exp{−E(xi, yi, fT )}

= 1− 1
mZT

(23.77)

建立了模型平均性能指标同ZT的关系，进而转向对ZT上界的分析。

由于

−E(xi, yi, fT ) =
[
− E(xi, yi, fT ) + αTE(xi, yi, hT ) + E(xi, yi, fT−1)

]

+
[
− αTE(xi, yi, hT )− E(xi, yi, fT−1)

]

可得：

ZT =
m∑
i=1

exp{−E(xi, yi, fT )}

=
m∑
i=1

[
e−δTi exp{−αTE(xi, yi, hT )}exp{−E(xi, yi, fT−1)}

]

≤ e−δTminZT−1

m∑
i=1

[
exp{−E(xi,yi,fT−1)}

ZT−1
exp{−αTE(xi, yi, hT )}

]

= e−δTminZT−1

m∑
i=1

PT (i)exp{−αTE(xi, yi, hT )}

! e−δTminZT−1WT

(23.78)

由于

−αTE(xi, yi, hT ) = λ(−αT ) + (1− λ)αT

其中，

λ =
1 + E(xi, yi, hT )

2

根据函数ex的凸性可得：

e−αTE(xi,yi,hT ) ≤ 1 + E(xi, yi, hT )

2
e−αT +

1− E(xi, yi, hT )

2
eαT (23.79)

那么：

WT =
m∑
i=1

PT (i)exp{−αTE(xi, yi, hT )}

≤
m∑
i=1

PT (i)

{
1+E(xi,yi,hT )

2 e−αT + 1−E(xi,yi,hT )
2 eαT

}

=
m∑
i=1

[
PT (i)

1+E(xi,yi,hT )
2

]
e−αT +

m∑
i=1

[
PT (i)

1−E(xi,yi,hT )
2

]
eαT

= 1+ϕT

2 e−αT + 1−ϕT

2 eαT

=
√
1− ϕ2

T

(23.80)
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从而可推知：

ZT ≤ e−δTminZT−1

√
1− ϕ2

t

= ZT−2

T∏
t=T−1

e−δtmin

√
1− ϕ2

t

= Z1

T∏
t=2

e−δtmin

√
1− ϕ2

t

(23.81)

由于

Z1 =
m∑
i=1

exp{−E(xi, yi,α1h1)}

≤ e−δ1min

m∑
i=1

exp{−α1E(xi, yi, h1)}

= m · e−δ1min

m∑
i=1

P1(i)exp{−α1E(xi, yi, h1)}

≤ m · e−δ1min

√
1− ϕ2

1

(23.82)

通过上面推导结果可知：

ZT ≤ m
T∏

t=1

e−δtmin

√
1− ϕ2

t (23.83)

因而可得：

1

m

m∑

i=1

E(xi, yi, fT ) ≥ 1−
T∏

t=1

e−δtmin

√
1− ϕ2

t (23.84)

根据不等式(23.84)可知，只要在每步迭代保证：

e−δtmin

√
1− ϕ2

t < 1 (23.85)

成立，则排序模型的平均性能下界趋于上升，由此表明AdaRank算法使用的排名函数加权、检索

词分布更新策略可以持续改善模型性能。

弱排名函数的选取（见(23.71)）与赋权（见(23.72)）、检索词分布更新（见(23.74)）、前向分步

加法模型的使用（见(23.73)）同AdaRank算法的基本性质（见(23.85)）是紧密相连的，目标一致：

确保算法能够持续地改善排序性能。

23.20.1. AdaRank算法的缺陷

AdaRank属于一种启发式方法，将标准度量指标嵌入到弱排名函数权值的计算与检索词概率

分布更新过程，以迭代的方式，依据平均性能指标选择弱排名函数。AdaBoost算法为实现有的放

矢地训练模型，使用基于单个样本的概率分布，适应性地调整各个样本的权值。如果样本在上一轮

模型评估中表现突出，在下轮迭代中则会降低其权值，否则，ᨀ升其权值。AdaRank则不同，它

基于检索词概率分布进行适应性调整，但调整的颗粒度要大得多，对排名精度的估计因此略显粗

糙。此外，AdaRank模型是在“一定条件下”收敛，如果条件无法满足，模型则可能无法收敛。事

实证明，这种忧虑确实存在[244, 245]。
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23.20.2. 改进的AdaRank算法

对于实时搜索环境，排名效果（Effectiveness）与排名效率（Efficiency）同等重要，然而目前

绝大多数排名算法均以排名效果为中心，对于排名效率则不甚关心。Wang等人[246, 247]尝试以最

短的时间ᨀ供最相关的文档集合，兼顾排名效果与效率。为此，他们ᨀ出一种新颖的排序学习方法

――级联排名模型（Cascade Ranking Model, CRM），在Boosting技术框架下，学习一组弱排名函

数。为了减少在大量不相关文档集上的评分成本，CRM在每一个阶段，使用剪枝函数（Pruning

Function），亦称剪枝准则，剔除部分不相关文档，将主要精力用于训练相关性较高的文档集合上，

以期在训练结束时取得的文档集都是最相关的，由此实现同时最大化排名精度、最小化时间成本的

目的。

排序学习任务属于监督学习的范畴，因此需要对每个样本确定一个“标准答案”。一般而言，

样本都是人工标记，需要大量的人力支持。为了减少人工标记的成本，Ren 等人[248]将Kullback-

Leibler重要性估计流程（Importance Estimation Procedure，KLIEP）应用于实现自动标记，

把AdaRank改造成一个直推型模型（Transductive Model），OHSUMED数据集上的表现良好。

Kao与Fahn[249]将AdaRank应用于面部表情（Facial Expression）分类，分类效果很好。

23.21 NDCGBoost

Learning to Rank by Optimizing NDCG Measure[245]

23.22 MPBoost

A General Magnitude-Preserving Boosting Algorithm for Search Ranking[250]

23.23 Ranking Refinement

Ranking Refinement and Its Application for Information Retrieval[251]

23.24 RankCosine

逐点型、序对型排序学习方法所使用的损失函数是建立在单个文档、文档序对层面的，用于衡

量排序模型性能的标准评价指标，如MAP、NDCG均是建立在文档列表层面，它们具有明显的不

一致性，通过最小化逐点型、序对型损失函数很难实现改善标准评价指标的目的。
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23.24.1. 余弦损失函数

2008年，Qin等人[228]对排序模型预测的文档分值、文档真实相关等级，使用夹角余弦距离度

量排序模型在文档列表层面上的性能。假设预测模型为f，它在给定检索词q关联文档集合下的余

弦损失函数定义如下：

L(f | q) = 1

2

(
1− δ(q)T f(q)

∥δ(q)∥∥f(q)∥

)
(23.86)

其中，δ是一个单调函数，δ(q)是检索词q下所有关联文档真实相关等级的δ变换结果，是一个向量；

f(q)是排序模型对所有关联文档的预测结果，也是一个向量。

如果预先对训练集下每个检索词的关联文档的真实相关等级做标准化处理

δ(q)← δ(q)

∥δ(q)∥ (23.87)

则余弦损失函数可以重新写作

L(f | q) = 1

2

(
1− δ(q)T f(q)

∥f(q)∥

)
(23.88)

23.24.2. 基排名函数的赋权

RankCosine算法[228]是一种序列性排名学习算法，建立在Boosting框架下，排序模型为广义

加法模型（Generalized Additive Model, GAM），每次迭代均从基排名函数（弱学习器）类中选

择一个当前最佳的基排名函数，组合到当前模型中，并通过不断更新检索词权值概率分布，实现由

易到难的学习目标，逐渐“理解”不易学习的检索词样本，最终训练出一个性能优良的排序模型

（强学习器）。

假设当前排序模型是ft−1，则在下次迭代时学习一个基排名函数ht，添加至当前加法模型

ft = ft−1 + αtht (23.89)

其中，基排名函数ht及其权值αt是能够最小化ft在训练集上经验损失的最优参数组

(ht,αt) = argmin
h∈H,α

∑

q

L(ft−1 + αh | q) (23.90)

RankCosine算法的基排名函数类是有限集合，每次选择基函数时，通过遍历整个假设空间，

选择一个最优的权值，通过比较选择经验损失最小的基函数，添加到当前加法模型，其加权权值就

是对应的最优权值。给定基函数h，经验损失函数就是参数α的函数，可以写作

L(α) =
∑

q

L(ft−1 + αh | q) =
∑

q

1

2
− 1

2

∑

q

δ(q)T
[
ft−1(q) + αh(q)

]

∥ft−1(q) + αh(q)∥ ≡
∑

q

1

2
− 1

2
A (23.91)

下文分析A的梯度计算，为方便起见，至此略去q：

A =
∑

δT
[
ft−1 + αh

][(
ft−1 + αh

)T (
ft−1 + αh

)]−1/2 (23.92)
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我们的目标是最小化损失函数，根据极值必要性条件

∇A =
∑
β
(
δTh ·

(
ft−1 + αh

)T (
ft−1 + αh

)
− δT (ft−1 + αh) · (ft−1 + αh)Th

)

=
∑
β
(
(fT

t−1ft−1 · δ − δT ft−1 · ft−1)Th+ α(δTh · h− hTh · δ)T ft−1

)

= 0

(23.93)

有关系式

α =

∑
β · (fT

t−1ft−1 · δ − δT ft−1 · ft−1)Th∑
β · (δTh · h− hTh · δ)T ft−1

(23.94)

成立，而关联因子

β =
[(
ft−1 + αh

)T (
ft−1 + αh

)]−3/2 (23.95)

假设加法模型每次添加的基排名函数h对预测结果产生微弱的影响，不足改变模型的整体预

测，关联因子β可以做如下近似

β ≈ (fT
t−1ft−1)

−3/2 (23.96)

由此可以计算α的近似最优解形式。

23.25 PermuRank

[252]首次研究了AdaRank与SVMMAP在直接优化评测指标行为中的关系。

23.26 IntervalRank

2010年，Moon等人[253]ᨀ出了IntervalRank学习算法，在保序回归的基础上，添加序对型、

序列型约束条件，使用共轭梯度下降法与GBDT训练模型。

给定检索词集合Q，对于任意的检索词q ∈ Q，存在n个关联文档Xq = {xi}ni=1, xi ∈ Rm，文

档xi与检索词的相关等级ri ∈ G，其中，G = {ri}ki=1表示文档与检索词的相关程度设有k个等级。

对于预测模型f，IntervalRank根据最大化等级不同的文档序对预测差值，最小化等级相同的文档

序对预测差值的原则，建立下面形式的优化问题

min
δ,ϵ,ξ

1
2∥δ∥

2
2 +

λ1

2 ∥ϵ∥
2
2 +

λ2

2 ∥ξ∥
2
2

s.t. (fi + δi)− (fj + δj) ≥ (ri − rj)− ϵi, ∀(i, j) ∈ Oq

|(fi + δi)− (fj + δj)| ≤ ξi, ∀(i, j) ∈ Tq

(23.97)

其中，第一个约束条件要求等级不同的文档序对预测差值以文档等级差值为下界，允许波动的

范围是ϵ ∈ Rk−1，第二个约束条件要求等级相同的文档序对预测差值尽可能为零，允许波动的范

围是ξ ∈ Rk。符号δ ∈ Rn表示文档预测分值的偏置量，一个文档对应一个偏置量。文档序对集

合Oq,Tq定义为： ⎧
⎨

⎩
Oq ! {(i, j) | ri > rj , i, j = 1, . . . , n}

Tq ! {(i, j) | ri = rj , i, j = 1, . . . , n}
(23.98)
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可以证明，δ是损失函数L(f, q) = ∥δ∥22/2关于f的梯度。若取

δi = fi −max(li,min(ui, fi)), i = 1, . . . , n (23.99)

则优化模型(23.97)可以转化成一个等价的优化问题

min
l,u,ϵ,ξ

1
2

∑
ri∈G

∑
j∈Si

[(li − fj)2+ + (fj − ui)2+] +
λ1

2 ∥ϵ∥
2
2 +

λ2

2 ∥ξ∥
2
2

s.t. li ≤ ui ≤ li + ξi, ∀ri ∈ G

li+1 − ui ≥ (ri+1 − ri)− ϵi, ∀ri ∈ G\{rk}

(23.100)

其中，(x)+ ! max(0, x)，l ∈ Rk，u ∈ Rk。Sk表示相关等级为rk的文档集合

Sk ! {i | ri = rk, i = 1, . . . , n} (23.101)

Algorithm 15 IntervalRank算法
Input: 训练数据集{xi, ri}ni=1，迭代次数T，学习率η，初始参数f = f0 ∈ H

for t = 1, . . . , T do

1. 根据对数障碍函数法-共轭梯度下降法(16)优化问题(23.102)，确定最优权值l∗, u∗

2. 根据公式(23.99)，作为损失函数梯度，重新为响应变量ri赋值

ri ← fi −max(l∗i ,min(u∗
i , fi))

3. 使用决策树模型h ∈ H拟合数据{xi, ri}ni=1

4. 添加基本模型h到集成模型：f ← f − ηh

end for

Output: 集成模型f

模型(23.100)相比原始等价模型(23.97)，变量个数从n+ 2k − 1降至4k − 1。通过引入对数障碍

函数，可将其转化为下面形式的无约束优化问题：

min
l,u,ϵ,ξ

1
2

∑
ri∈G

∑
j∈Si

[(li − fj)2+ + (fj − ui)2+] +
λ1

2 ∥ϵ∥
2
2 +

λ2

2 ∥ξ∥
2
2

−µ−1
∑
ri∈G

[log(ui − li) + log(li + ξi − ui)]

−µ−1
∑

ri∈G\{rk}
log(li+1 − ui − ri+1 + ri + ϵi)

(23.102)

23.27 CRR

2010年，D. Sculley[254]（Google公司）ᨀ出了一种组合回归与排名算法（Combined Regres-

sion and Ranking，CRR），能够兼顾预测模型的回归拟合效果与排名精度，是一种混合型的排序

学习算法（Pointwise-Pairwise）。
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Algorithm 16对数障碍函数法-共轭梯度下降法
Input: 训练数据集{xi, ri}ni=1，惩罚因子µ = 1，初始化可行参数l, u, ϵ, ξ

for t = 1, . . . , 5 do

1. 根据共轭梯度下降法优化问题(23.102)

2. 更新障碍函数惩罚因子：µ← 2t

end for

Output: 最优解l∗, u∗, ϵ∗, ξ∗

给定训练集S = {xi, yi, qi}ni=1与预测模型f(ω, x)，CRR算法定义了一种组合形式的损失函数

min
ω

αL(ω, S) + (1− α)L(ω,P) +
λ

2
∥ω∥22 (23.103)

包括三项，第一项是回归预测损失

L(ω, S) = 1

n

∑

(x,y,q)∈S

L(y, f(ω, x)) (23.104)

第二项是序对型排名损失

L(ω,P) =
1

|P |
∑

(i,j)∈P

L(φ(yi − yj), f(ω, xi − xj)) (23.105)

最后一项是规则化项。其中，P表示样本序对集合，由相关等级相异的关联文档序对构成：

P =
{
(i, j) | yi ̸= yj , qi = qj , i, j = 1, . . . , n

}

符号ω表示模型参数，φ表示样本标记的一种变换，λ > 0是规则化因子，α ∈ [0, 1]是一个权衡因子

（Tradeoff），取值越大则对回归拟合损失惩罚力度大，反之对排名损失给予更多惩罚。

23.28 SoftRank

SoftRank: Optimising Non-Smooth Rank Metrics[230]

23.29 BayesRank

Learning to Rank from Bayesian Decision Inference[255]

23.30 RankRLS

An efficient algorithm for learning to rank from preference graphs[256]
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Algorithm 17 CRR算法
Input: 训练数据集S，迭代次数T，权衡因子α，规则化因子λ，初始参数ω0 = 0

for t = 1, . . . , T do

1. 随机抽取z ∈ [0, 1]，若z < α，随机抽样(x, y, q) ∈ S；否则，随机抽取有序对(i, j) ∈P，

记

x← (xi − xj)

y ← φ(yi − yj)

2. 根据Pecasos算法[79]采用的学习率调整规则，设置可变的学习率：ηt ← 1
tλ

3. 根据随机梯度下降法更新参数：ωt ← (1− ληt)ωt−1 + ηtx(y − f(ωt−1, x))，适用于

(a) 线性预测模型f(ω, x) = ωTx，平方损失函数L(y, y′) = 1
2(y − y′)2

(b) Logistic预测模型f(ω, x) = 1/(1+ e−ωT x)，负的交叉熵损失函数L(y, y′) = y log y′ +

(1− y) log (1− y′)

end for

Output: 最终排名函数f(ωT , x)

23.31 RankGP

Learning to Rank for Information Retrieval Using Genetic Programming[257]

23.32 SLR

Probabilistic retrieval based on staged logistic regression[258]

23.33 McRank

2007年，Li等人[259]将排序看做一个多元分类问题，ᨀ出McRank方法，根据多个分类器综合

确定最终排名。在McRank 方法中，首先对训练样本分类，然后按照类别对样本排列。对于类别

相同的训练样本，McRank并未具体区分，允许任意排序，导致排序结果不稳定。为了避免这一问

题，可以对每一个训练样本软分类（Soft Classify），根据训练样本的类别分布，计算期望相关性，

利用相关性分值降序排列。
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23.34 系数排序学习

稀疏排序学习是一个崭新的研究方向，研究稀疏排序学习肇始于机器学习中的稀疏模型

（Sparse Model），稀疏模型是指训练得到的模型包含少量的关于输入特征的非零因子，同时又保

持许多优良的性质：易于解释、泛化能力强、计算开销低，在计算机视觉与生物信息学应用广

泛[260]。[261]与[260]一脉相承，都是研究稀疏排序学习（Sparse Learning to Rank），不同的是前

者使用梯度下降法，而后者则基于Fenchel对偶理论[262]优化损失函数。

给定训练数据集S = {(Xi, Yi)}ni=1，其中Xi = {xi1, . . . , xini}表示检索词qi的关联文档集合，

xij ∈ Rd 表示与检索词qi关联的第j个文档特征向量，包含d个检索词-文档特征；Yi 表示文档的相

关等级标记，且Yi = {yi1, . . . , yini}，yij ∈ {0, . . . , k}，k是最高相关等级。

对于同一个检索词，根据其关联文档集合构造序对集P = {(i, j, k)|yij ̸= yik, xij , xik ∈

Xi, i = 1, . . . , n}，设p表示P的大小，即P中序对个数。根据P中序对可以构造序对比较误差

矩阵（Pairwise Comparison Error Matrix）K ∈ Rp×d，K的一行对应P的一个序对，比如对

于(i, j, k) ∈ P，则该序对对应K中的行I(yij , yik)(xij − xik)，其中I(x) = 1，如果x > 0，否

则I(x) = −1。由此可见K ∈ Rp×d。

多数SVM模型，比如RankSVM-Struct模型[87]与RankSVM-Primal模型[263]，都是通过优化

下面形式的规则化的序对型损失函数学习排序模型：

min
ω

1

2
||ω||22 + C

∑

(i,j,k)∈P

ℓ(I(yij , yik)ω
T (xij − xik)) (23.106)

其中，ℓ是铰链损失函数（Hinge Loss），存在两种常见的形式：一阶铰链ℓ(x) = max(0, 1 −

x)与二阶铰链ℓ(x) = max(0, 1 − x)2。当取一阶铰链损失函数时，则上述损失函数优化问题就

是RankSVM的目标函数。当取二阶铰链损失函数时，就是RankSVM-Primal模型的目标函数。

FenchelRank模型将ℓ2范数替换为ℓ1范数，➊ 使用二阶铰链损失函数，得到下面的优化目标函

数：

min
ω

||ω||1 +
C

p

∑

(i,j,k)∈P

max(0, 1− I(yij , yik)ω
T (xij − xik))

2 (23.107)

可以证明，对于每一个C，都存在一个r > 0，使得(23.107)等价于下面形式的优化问题：

min
||ω||1≤r

1

p

∑

(i,j,k)∈P

max(0, 1− I(yij , yik)ω
T (xij − xik))

2 = min
||ω||1≤r

1

p

p∑

i=1

max(0, 1− (Kω)i)
2 (23.108)

为方便分析，可基于标准化的ω进行优化：

min
||ω||1≤1

r2

p

p∑

i=1

max(0,
1

r
− (Kω)i)

2 (23.109)

[260]基于遗传算法框架与Fenchel对偶理论，优化序对型排序模型FenchelRank。模型经过T次

迭代，能够确保优化误差达到ϵ = O( 1
T )，相比流行的次梯度下降法（Sub-gradient Descent）收

➊ ℓ1−惩罚项是基于ℓ1−范数（元素绝对值的和），而ℓ0−惩罚项是基于ℓ0−范数（非零元的个数）
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敛速度快。 [260]模型使用的参数r通过交叉验证从集合2i(i = 0, . . . , 8) 中选取，迭代次数最大

为T = 1000，优化精度设为ϵ = 0.001，当精度或者迭代次数达到阈值时，停止迭代。

为了衡量模型的稀疏性，本文使用如下形式的稀疏率（Sparsity Ratio）定义：对于线性

模型ω ∈ Rd，其稀疏率定义为：1 − |ω|0/d，其中|ω|0表示ω 中非零元素的个数。实验显示，

FenchelRank训练的模型稀疏率远远低于其他模型，精度较为突出。

23.35 联级排序模型

对于实时搜索环境，排名效果（Effectiveness）与排名效率（Efficiency）同等重要，然而目前

绝大多数排名算法均以排名效果为中心，对于排名效率则不甚关心。Wang等人[246, 247]尝试以最

短的时间ᨀ供最相关的文档集合，兼顾排名效果与效率。为此，他们ᨀ出一种新颖的排序学习方

法――级联排序模型（Cascade Ranking Model, CRM），在Boosting技术框架下，学习一组弱排名

函数。为了减少在大量不相关文档集上的评分成本，级联排序模型在每一个阶段，使用剪枝函数

（Pruning Function），亦称剪枝准则，剔除部分不相关文档，将主要精力用于训练相关性较高的文

档集合上，以期在训练结束时取得的文档集都是最相关的，由此实现同时最大化排名精度、最小化

时间成本的目的。

级联排序模型的训练是分阶段进行的，后续阶段的训练是基于前一阶段的输出文档集，参与训

练的文档集逐阶减少。在每个级联阶段（首个阶段除外），都会训练一个弱排名函数和一个含参的

剪枝准则，依次对输入文档剪枝、评分，并进入下一阶段。

级联模型（Cascade Model）包括多个相互串联的工作流程，如图23.4所示。级联模型包括多

个级联阶段，每一个阶段，譬如第t个阶段，参与的主体包括剪枝函数Jt(βt)与弱排名函数Ht。

图 23.4: 级联模型

级联模型可以使用一组前后相继的阶段模型{⟨Jt(βt), Ht,αt⟩}Tt=1来表示，每个阶段产生一个完

整的阶段模型，包括含参的剪枝模型Jt(βt)、弱排名函数Ht及其权值αt。为方便，记阶段t完整的阶

段模型St：

St = ⟨Jt(βt), Ht,αt⟩ (23.110)

在阶段t之前（包括阶段t）的所有阶段模型集合记为Gt =
t⋃

i=0
Si。

级联排序问题属于多目标规划问题，为了兼顾模型效果与效率，级联模型定义了基于模型性能
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Algorithm 18级联排序算法
Input: 训练集{qi, xi, yi}mi=1，级联阶数T，检索词概率分布P1(i) = 1/m，初始级联模型G0 = ∅

for t = 1, . . . , T do

1. 根据训练集检索词概率分布Pt，确定最佳的阶段模型St =< Jt(βt), Ht, · >：

St = argmin
St

[
η2t − ϕ2

t

]
(23.111)

其中， ⎧
⎪⎨

⎪⎩

ηt =
m∑
i=1

Pt(i)
1−γC(xi,St)

ϕt =
m∑
i=1

Pt(i)
1−γC(xi,St)

E(xi, yi, St)
(23.112)

2. 给弱排名函数Ht赋最优权值αt：

αt =
1

2
log

ηt + ϕt

ηt − ϕt
(23.113)

3. 将完整的阶段模型⟨Jt(βt), Ht,αt⟩添加到Gt：

Gt = Gt−1 ∪ {⟨Jt(βt), Ht,αt⟩} (23.114)

4. 根据级联模型在各个检索词上的表现，更新检索词的分布Pt+1：

Pt+1(i) =
exp{−E(xi, yi, ft) + γC(xi, Gt)}

Zt
(23.115)

其中， ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ft =
t∑

k=1
αkHk

E(xi, yi, ft) = E(xi, yi, Gt)

Zt =
m∑
i=1

exp{−E(xi, yi, ft) + γC(xi, Gt)}

(23.116)

end for

Output: 最终排名函数fT =
T∑

t=1
αtHt
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与计算开销的线性组合形式的平衡度量指标（Tradeoff Metric）：

TMti = E(xi, yi, Gt)− γC(xi, Gt) (23.117)

其中，E(xi, yi, Gt)表示直至阶段t的级联模型在检索词qi上的排名效果，C(xi, Gt)表示直至阶段t的

级联模型的计算成本，γ ∈ [0, 1]平衡两种指标对平衡度量指标的贡献，文中选择γ = 0.1。当γ = 0

时，级联排序模型就简化成AdaRank模型，因此级联排序模型可以看做是AdaRank模型的推广。

成本函数C(xi, Gt)一般可以使用下面的加和形式表示：

C(xi, Gt) =
t∑

k=1

C(xi, St) (23.118)

对于每个级联阶段，影响计算成本的因素包括排名模型Ht的复杂度，参与评估的文档数目，需要

一种合适的成本估计方法。

通过对每个弱排名函数Ht（类似AdaRank，选择特征空间中的单个特征作为备选的弱排名函

数）评估训练集中所有的检索词，并记录相应的时间开销，基于平均时间开销Ut 估计计算成本：

C(xi, St) = Ut|Ri{·,Jt}| (23.119)

其中，|Ri{·,Jt}|表示参与评估的文档数目。为计算方便，作者选择衰减的指数函数e−δC(xi,Gt)，将

计算成本映射到[0, 1]区间，其中，δ = 0.01。

由此，可以定义下面形式的损失函数：

L =
1

m

m∑

i=1

ℓi =
1

m

m∑

i=1

exp{−E(xi, yi, Gt) + γC(xi, Gt)}) (23.120)

剪枝函数的作用是约减待评价的文档集，因为在实际应用中，多数文档属于不相关文档，那么

预先将其从文档集中剔除，在ᨀ高文档整体质量的同时也ᨀ升了排名的效率。通常，剪枝函数都是

含参βt的评价准则，常用的剪枝函数有三种：

1. 基于排名的剪枝函数（Rank-based）：

Jt(βt) : θt = (1− βt)× |R{·,Ht−1}|

其中，|R{·,Ht−1}|表示在第t阶段输入的文档数目。这种剪枝函数要求对于排名低于θt的文档剪

枝。参数βt越大，则剔除的文档越多（数值越小，名次越高）。

2. 基于分值的剪枝函数（Score-based）：

Jt(βt) : θt = βt × [max(R{·,Ht−1})−min(R{·,Ht−1})] + min(R{·,Ht−1})

其中，max(R{·,Ht−1})，min(R{·,Ht−1})表示R{·,Ht−1}中最大、最小的分值。如果文档的分值

低于θt，则从集合中剪除。
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3. 均值-最大值阈值准则（Mean-Max Threshold）：

Jt(βt) : θt = βt ×max(R{·,Ht−1}) + (1− βt)×mean(R{·,Ht−1})

其中，mean(R{·,Ht−1})表示R{·,Ht−1}中文档的平均分值。如果待测文档分值低于θt，则从集合

中剪除。

级联排序模型使用剪枝函数逐阶削减输入文档的数目，将相关性低的文档ᨀ前从输入集合中剔

除，在ᨀ升训练效率的同时有助于改善文档集合的综合质量：

|R{·,Jt}| ≤ |R{·,Jt−1}| ≤ · · · ≤ |R{·,J1}|

E(R{·,Ht}) ≥ E(R{·,Ht−1}) ≥ · · · ≥ E(R{·,H0})
(23.121)

下面我们来证明级联排序模型具有持续改善排名性能的作用，证明步骤类似于AdaRank。

证明：根据ϕt, ηt,αt的定义可知：

eαt =

√
ηt + ϕt

ηt − ϕt
(23.122)

由于模型中用于衡量排序性能的指标E ∈ [0, 1]，所以e−E ≥ 1− E，从而有：

1
m

m∑
i=1

[
E(xi, yi, fT )− γC(xi, GT )

]
≥ 1

m

m∑
i=1

{
1− exp{−E(xi, yi, fT ) + γC(xi, GT )}

}

= 1− 1
m

m∑
i=1

exp{−E(xi, yi, fT ) + γC(xi, GT )}

= 1− 1
mZT

(23.123)

建立了模型平均性能指标同ZT的关系，进而转向对ZT上界的分析。

由于

−E(xi, yi, fT ) + γC(xi, GT ) =
[
− E(xi, yi, fT ) + αTE(xi, yi, HT ) + E(xi, yi, fT−1)

]

+
[
− E(xi, yi, fT−1) + γC(xi, GT−1)

]

+
[
γC(xi, ST )− αTE(xi, yi, HT )

]

所以有：

ZT =
m∑
i=1

exp{−E(xi, yi, fT ) + γC(xi, GT )
]
}

=
m∑
i=1

[
e−δTi exp{−E(xi, yi, fT−1) + γC(xi, GT−1}exp{γC(xi, ST )− αTE(xi, yi, HT )}

]

≤ e−δTminZT−1

m∑
i=1

[
exp{−E(xi,yi,fT−1)+γC(xi,GT−1}

ZT−1
exp{γC(xi, ST )− αTE(xi, yi, HT )}

]

= e−δTminZT−1

m∑
i=1

PT (i)exp{γC(xi, ST )− αTE(xi, yi, HT )}

! e−δTminZT−1WT

(23.124)

由于当x > 0时，有ex ≤ 1
1−x，所以：

eγC(xi,ST ) ≤ 1

1− γC(xi, ST )
(23.125)
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৾因为：

−αTE(xi, yi, HT ) = λ(−αT ) + (1− λ)αT

其中，

λ =
1 + E(xi, yi, HT )

2

根据函数f(x) = ex的凸性可知：

e−αTE(xi,yi,HT ) ≤ 1 + E(xi, yi, HT )

2
e−αT +

1− E(xi, yi, HT )

2
eαT (23.126)

那么：

WT =
m∑
i=1

PT (i)exp{γC(xi, ST )− αTE(xi, yi, HT )}

≤
m∑
i=1

PT (i)
1−γC(xi,ST )e

−αTE(xi,yi,HT )

≤
m∑
i=1

PT (i)
1−γC(xi,ST )

{
1+E(xi,yi,HT )

2 e−αT + 1−E(xi,yi,HT )
2 eαT

}

=
m∑
i=1

PT (i)
1−γC(xi,ST )

[
1+E(xi,yi,HT )

2

]
e−αT +

m∑
i=1

PT (i)
1−γC(xi,ST )

[
1−E(xi,yi,HT )

2

]
eαT

= ηT+ϕT

2 e−αT + ηT−ϕT

2 eαT

=
√
η2T − ϕ2

T

(23.127)

从而可推知：

ZT ≤ e−δTminZT−1

√
η2T − ϕ2

T

= ZT−2

T∏
t=T−1

e−δtmin

√
η2t − ϕ2

t

= Z1

T∏
t=2

e−δtmin

√
η2t − ϕ2

t

(23.128)

由于

Z1 = exp{−E(xi, yi,α1H1) + γC(xi, G1)}

≤ e−δ1min

m∑
i=1

exp{−α1E(xi, yi, H1) + γC(xi, S1)}

≤ e−δ1min

m∑
i=1

exp{−α1E(xi,yi,H1)}
1−γC(xi,S1)

= m · e−δ1min

[
e−α1

m∑
i=1

P1(i)
1−γC(xi,S1)

1+E(xi,yi,H1)
2 + eα1

m∑
i=1

P1(i)
1−γC(xi,S1)

1−E(xi,yi,H1)
2

]

= m · e−δ1min

√
η21 − ϕ2

1

(23.129)

通过上面推导结果可知：

ZT ≤ m
T∏

t=1

e−δtmin

√
η2t − ϕ2

t (23.130)

因而可得：

1

m

m∑

i=1

[
E(xi, yi, fT )− γC(xi, GT )

]
≥ 1−

T∏

t=1

e−δTmin

√
η2t − ϕ2

t , (23.131)

证毕。
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根据不等式(23.131)可知，只要在每步迭代保证：

e−δtmin

√
η2t − ϕ2

t < 1

成立，则排序模型的平均性能下界趋于上升，由此表明级联排名算法可以持续改善模型性能。

23.36 排序逻辑回归模型

2006年，Yan与Hauptmann [264]ᨀ出一种基于间隔（Margin-based）的广义排名学习框架，

通过近似优化序对型风险函数估计模型参数，使用不同形式的损失函数与规则化项，可以推演

出不同形式的排序模型，比如使用Logit 损失函数，他们ᨀ出了排序逻辑回归（Ranking Logistic

Regression，RLR）模型，实验表明基于间隔的排序框架性能显著。

序对型排序学习方法将排名问题转化为二元分类问题，在分类框架下通过优化下面形式的正则

化经验风险训练排序模型：

min
f

R0(f) =
∑

q∈Q

nq∑

i=1

L(yif(di, q)) + CΩ(∥f∥H) (23.132)

其中，第一部分是一般的经验风险，第二部分是正则化项。Q是检索词集合，nq是同检索词q关联

的文档数目，yif(di, q)是分类模型的“间隔” [63]，L表示损失函数，一般地是关于间隔的递减函

数，Ω表示单调递增的规则化函数，C > 0代表正则化系数。

分类框架下学习排序模型存在两个主要弊端，一方面模型预测精度对数据分布敏感，即Ḁ种类

型的数据分布越多，则相应的预测结果就越倾向于此类型。另一方面，分类精度与排名精度不一

致，模型分类精度很高，但是相应的排名性能未必尽如人意。为此，我们可以通过最大化同序对

（Concordant Pairs）克服这些问题：

max
f

∑

q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

I(f(di, q) > f(dj , q)) (23.133)

分析同序对可以发现，直接优化是行不通的，如果使用一个连续的、凸的、单调递减的损失函

数替换它，势必可以方便模型优化工作。通过引入正则化项，本文给出下面统一形式的基于间隔的

排序学习框架：

min
f

R1(f) =
∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

L(f(di, q)− f(dj , q)) + CΩ(∥f∥H)

=
∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

L(
n∑

k=1
ωk[fk(di, q)− fk(dj , q)]) + CΩ(∥f∥H)

(23.134)

排序模型选择最简单的线性模型f(d, q) =
n∑

k=1
ωkfk(d, q)，通过选择不同的损失函数与正则化项，就

可以导出一系列排序模型。
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定义23.3 (排名一致性). 风险最小估计模型因子ω ∈ Rn，对任意的di ∈ D+
q , dj ∈ D−

q ，排名特征fk如

果满足ωk(fk(di, q)− fk(dj , q)) ≥ 0，则称风险最小估计特征权值ωk与真实排名一致，我们称模型满

足排名一致性（Rank Consistency）。

定理23.3. 基于间隔的排序框架学习到的风险最小估计量ωk与真实排名一致。

证明： 如果存在排名特征fk满足fk(di, q) ≥ fk(dj , q), ∀q ∈ Q, di ∈ D+
q , dj ∈ D−

q ，我们用反证法证

明ωk ≥ 0。假设ωk < 0，若记ω′
k = −ωk，基于间隔的排序框架使用的损失函数是单调递减的，由

于

ωk(fk(di, q)− fk(dj , q)) ≤ ω′
k(fk(di, q)− fk(dj , q)) (23.135)

记∆k =
∑
l ̸=k

ωl(fl(di, q)− fl(dj , q))，则有

L(ω′
k(fk(di, q)− fk(dj , q)) +∆k) ≤ L(ωk(fk(di, q)− fk(dj , q)) +∆k) (23.136)

这与ωk是风险最小估计量矛盾，故而ωk ≥ 0。

定理23.4. 若损失函数L是凸的，并且满足2L(x/2) ≥ L(x)，则不等式成立：

1

2

[
R2(f)−R2(−f)

]
≤ R1(f) ≤ R2(f) (23.137)

其中，R1(f)不含正则项，R2(f)是一个基于有偏置的排名函数f b(d, q)近似风险函数：

R2(f) =
∑

q∈Q

{ ∑

di∈D+
q

|D−
q |L(f b(di, q)) +

∑

dj∈D−
q

|D+
q |L(−f b(dj , q))

}
(23.138)

其中，| · |表示集合大小，f b(d, q) =
n∑

k=1
ωk(fk(d, q)− bk)。

证明：由于损失函数是凸的并且2L(x/2) ≥ L(x)，则对任意的A,B ∈ R，都有

L(A) + L(B) ≥ 2L(
A+B

2
) ≥ L(A+B)

类似地可得

L(A+B) + L(−B) ≥ 2L(
A

2
) ≥ L(A), L(A+B) + L(−A) ≥ L(B)

将两个不等式相加有：

2L(A+B) + L(−B) + L(−A) ≥ L(A) + L(B)

整理可得L(A+B) ≥ 1
2

[
L(A) + L(B)− L(−A)− L(−B)

]
，综上：

L(A) + L(B) ≥ L(A+B) ≥ 1

2

[
L(A) + L(B)− L(−A)− L(−B)

]
(23.139)

令A = f b(di, q), B = −f b(dj , q)，我们有

L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q)) ≥ L(f b(di, q)− f b(dj , q)) = L(f(di, q)− f(dj , q))

≥ 1
2

[
L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q))− L(−f b(di, q))− L(f b(dj , q))

]

(23.140)
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两边同时加和

∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

[
L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q))

]

≥
∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

L(f(di, q)− f(dj , q))

≥ 1
2

∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

[
L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q))− L(−f b(di, q))− L(f b(dj , q))

]
(23.141)

由于第一个不等式

∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

[
L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q))

]

=
∑
q∈Q

{ ∑

di∈D+
q

|D−
q |L(f b(di, q)) +

∑

dj∈D−
q

|D+
q |L(−f b(dj , q))

}

= R2(f)

(23.142)

因此可得第二个不等式

1
2

∑
q∈Q

∑

di∈D+
q

∑

dj∈D−
q

[
L(f b(di, q)) + L(−f b(dj , q))− L(−f b(di, q))− L(f b(dj , q))

]

= 1
2

[
R2(f)−R2(−f)

] (23.143)

综上有 1
2

[
R2(f)−R2(−f)

]
≤ R1(f) ≤ R2(f)。特别地，如果L是线性的，则等式成立。

近似风险函数R2(f)的计算复杂度是O(|D+
q | + |D−

q |)远低于R1(f)的复杂度O(|D+
q ||D−

q |)，此外

通过系数|D+
q |, |D−

q |抵消两类数据分布不平衡的影响，最大化两类数据的预测间隔。

如果取Logit损失函数

L(x) = log(1 + e−x) (23.144)

那么有

L(x) + L(−x) = log(1 + e−x) + log(1 + ex) ≤ 2 + |x|

在模型训练之前，必须首先确定偏置向量b，为此，可通过最小化上下界之差

b∗ = argmin
b

1

2

[
R2(f) +R2(−f)

]
(23.145)

使近似风险函数R2更贴近于R1的准确值，由于

1

2

[
R2(f) +R2(−f)

]
≤ 2|Q||D+

q ||D−
q |+

1

2

∑

q∈Q

{ ∑

di∈D+
q

|D−
q ||f b(di, q)|+

∑

dj∈D−
q

|D+
q ||f b(dj , q)|

}

(23.146)

偏置向量的优化等价于下面的优化问题

min
b

∑

q∈Q

{ ∑

di∈D+
q

|D−
q ||f b(di, q)|+

∑

dj∈D−
q

|D+
q ||f b(dj , q)|

}
(23.147)

直接优化难以实现，为此，使用一组优化模型逐个优选偏置量，达到近似优化的目的：

min
bk

∑

q∈Q

{ ∑

di∈D+
q

|D−
q ||fk(di, q)− bk|+

∑

dj∈D−
q

|D+
q ||fk(dj , q)− bk|

}
(23.148)

$%"&'#( 258 )!*+",$



23.37. 序对协调排名方法
!"#

最优的偏置量是同一个排名特征下，所有检索词关联文档特征值的中值：

ω∗
k = median

{ ⋃

q∈Q

( ⋃

di∈D+
q

{
fk(di, q)

}
|D−

q |

⋃ ⋃

dj∈D−
q

{
fk(dj , q)

}
|D+

q |

)}
(23.149)

其中，{x}n表示n个数值都等于x的集合，等价于将每个排名特征中值都转化为0。

将最优的偏置向量代入至R2(f)中，使用Logit损失函数与ℓ2规则化项，我们可以利用梯度下降

法进行优化。

23.37 序对协调排名方法

假设检索词q的关联文档集合是{xi, ri}ni=1，利用训练集学习线性模型f(ω, x) = ωTx，我们要

求模型在单个文档、文档序对及文档序列层面具有下面三条性质：

1. 逐点型：预测结果与真实相关等级之间的误差尽可能小

argmin
ω

n∑

i=1

∥ωTxi − ri∥

2. 序对型：对于检索词q的任意两个关联文档xi, xj，基于预测分值的排名结果与真实排名一致

(ωTxi − ωTxj)(ri − rj) = ωT (xi − xj)(ri − rj) ≥ 0

3. 序列型：在检索词q上的排名精度尽可能高

argmax
ω

E(q, f)

其中，E表示衡量排序性能的标准指标，如MAP、NDCG等。

序对型约束条件要求预测模型能够最大化序对间隔，由此建立下面形式的优化问题

max
ω

∑

(i,j)

ωT (xi − xj)(ri − rj)

由于

(xi − xj)(ri − rj) = (xj − xi)(rj − ri)

则原始问题等价于下面形式的优化问题

max
ω

∑

(i,j)∈P

ωT (xi − xj)(ri − rj) (23.150)

其中，集合P表示文档偏好序对集，定义为

P = {(i, j) | ri > rj , i, j = 1, . . . , n}
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对同序对间隔项进行整理，可得：

∑
(i,j)∈P

(xi − xj)(ri − rj)

=
∑

(i,j)∈P

[
xi(ri − rj)− xj(ri − rj)

]

=
n∑

i=1
xi

∑
j∈Pi∗

(ri − rj) +
n∑

j=1
xi

∑
i∈P∗j

(ri − rj)

=
n∑

i=1
xi

∑
j∈Pi∗

⋃
P∗i

(ri − rj)

≡
n∑

i=1
xiαi

(23.151)

其中，集合

Pi∗ = {j | (i, j) ∈P , ∀j = 1, . . . , n}, P∗i = {j | (j, i) ∈P , ∀j = 1, . . . , n}

是根据样本i的相关等级对样本集合做出的一种，前者是所有等级低于i的样本集合，后者是所有等

级高于i的样本集合。此外，还有一部分样本，它们的等级与样本i的相同，记为Sr：

Sr = {i | ri = r,∀i = 1, . . . , n}, ∀r ∈ G (23.152)

其中，样本i的相关等级等于r，G表示数据集上所有相关等级的集合。

序对协调排名方法（Pairwise Concordant Ranking Method，PCRank）在优化问题(23.150)之

上添加一个规则化项：

L(ω,λ) = ωT
n∑

i=1

xiαi −
λ

2
∥ω∥2 (23.153)

若取ℓ2−范数，由极值必要性条件可知

ω∗ =
1

λ

n∑

i=1

xiαi (23.154)

其中，ω∗是最优解，在不产生混淆的情况下，我们略去上标星号。由于λ > 0，不会影响预测的排

名结果，等价于

ω =
n∑

i=1

xiαi (23.155)

其中，X ∈ Rn×m表示训练数据集，每行表示一个数据样本特征向量。

我们利用等价关系

Pi∗ ∪P∗i = {1, . . . , n}\Sr
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进一步化简等式(23.151)，可得

ω =
n∑

i=1
xiαi

=
n∑

i=1
xi

∑
j∈Pi∗∪P∗i

(ri − rj)

=
∑
r∈G

∑
j /∈Sr

(r − rj)
∑
i∈Sr

xi

=
∑
r∈G

[(n− |Sr|)r −
∑
j /∈Sr

rj ]
∑
i∈Sr

xi

=
∑
r∈G

[nr −
∑

r0∈G
r0|Sr0 |]

∑
i∈Sr

xi

≡
∑
r∈G

(βr
∑
i∈Sr

xi)

(23.156)

当r是最小的相关等级，则必然有βr ≤ 0；反之，当r是最大的相关等级，则必然有βr > 0。如果训

练数据只包含一种相关等级，则ω = 0。

若数据集线性不可分，引入核函数K则有：

ωTφ(x) =
∑
r∈G

[nr −
∑

r0∈G
r0|Sr0 |]

∑
i∈Sr

φ(xi)Tφ(x)

=
∑
r∈G

[nr −
∑

r0∈G
r0|Sr0 |]

∑
i∈Sr

K(xi, x)
(23.157)

其中，φ是映射函数，将输入变量映射到再生核Hilbert特征空间。基于核函数的PCRank存在一个

严重的问题，在模型预测时所有的训练样本输入特征都要参与计算，无疑是不可行的。我们可以根

据每个相关等级（或类别）下的输入特征，确定输入特征向量各个维度的区间范围，使用特征边界

建立预测模型。

利用相关等级可将关联文档集合划分成多个等价类，统计各个等价类下样本个数|Sr0 |，只需复

杂度为O(n)的时间就可以迅速确定对应与检索词q的最佳线性模型。我们使用此办法，对不同检索

词构建不同的线性模型，作为基本排名函数，使用AdaRank算法，基于Boosting技术集成为强排

名函数。

在确定最佳基本线性模型时，模型参数（特征权值）可能存在负值，并且对各个等级相关文档

分布十分敏感。对于同一组数据集，相关等级经过保序变换，本质上并不会影响预测模型的排名精

度。本模型可能会受到相关等级保序变换的影响，我们下面考察保序变换对线性模型的影响（假设

相关等级保序变换函数为ψ）：

βr
∑
i∈Sr

xi = nr −
∑

r0∈G
r0|Sr0 |

∑
i∈Sr

xi

=
∑

r0∈G
|Sr0 |(r − r0)

∑
i∈Sr

xi

=
∑

r0∈G
|Sr||Sr0 |(r − r0)

∑
i∈Sr

xi/|Sr|

= x̄r

∑
r0∈G

|Sr||Sr0 |(r − r0)

(23.158)

因此，β可以看做是每个相关等级所有文档特征向量加权平均值权重。
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相关等级进行线性变换ψ(r) = a ∗ r + b

β′
r

∑

i∈Sr
xi = x̄r

∑

r0∈G
|Sr||Sr0 |[ψ(r)− ψ(r0)] = aβr

∑

i∈Sr
xi (23.159)

对关联文档的排名不会产生任何影响。

在PCRank模型中，相同等级的文档序对Pairwise Concordance间隔无任何贡献。分析模型的

预测精度可以发现，相同等级的文档预测结果越接近则模型预测精度越高

min
ω

∑

r∈G

∑

i,j∈Sr
|ωTxi − ωTxj | (23.160)

并且对于等级越高的文档序对，它们的预测接近程度更有利于ᨀ升模型整体的预测精度，为此可以

添加权重因子

max
ω

∑

r∈G

∑

i,j∈Sr
ϕ(r)|ωTxi − ωTxj | (23.161)

由于在文档标记中，相关等级数值越小则等级越高，则ϕ(r)是关于相关等级的单调递减函数，比

如ϕ(r) = e−r。

将相同等级的文档序对预测结果接近程度添加到PCRank模型中，建立下面形式的模型（统一

称为PCRank模型）

max
ω

∑

(i,j)∈P

(ωTxi − ωTxj)[ψ(ri)− ψ(rj)]− γ
∑

r∈G

∑

i,j∈Sr
ϕ(r)|ωTxi − ωTxj |−

1

2
λ∥ω∥2 (23.162)

其中，λ > 0，函数ψ是关于相关等级r的单调递增函数，ᨀ升模型在高相关等级文档上的预测精度，

γ > 0可以融入到单调递减函数ϕ中。

假设预测函数为f，一般性的PCRank模型可以表示如下

max
f∈H

J(θ,λ) =
∑

(i,j)∈P

[
f(xi)− f(xj)

]
[ψ(ri)− ψ(rj)]−

∑

r∈G

∑

i,j∈Sr
ϕ(r)

∣∣f(xi)− f(xj)
∣∣− 1

2
λ∥f∥2H

(23.163)

模型反映了聚类的部分思想：使不同类别的样本数据尽量分散，相同类别的样本数据尽量聚集，

并保证预测结果与真实相关等级的一致性。PCRank模型可以应用到多元分类问题

PCRank模型可以应用到分类问题：选择最优的阈值b（每个分类一个阈值），确保分类误差最

小：

argmax
b

∑

r∈G

∑

i∈Sr
I(g(ωTxi + br) = yi) (23.164)

23.38 公开数据集：排序学习

排序学习是典型的监督学习方法，使用包含人工标记的数据作为训练数据集训练模型。目

前，支持排序学习训练、检测的数据集很多，比如微软亚洲研究院ᨀ供的LETOR[265]、Microsoft

Learning to Rank、Yahoo! Learning to Rank Challenge、Yandex Internet Mathematics等。
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23.38.1. LETOR

目前，LETOR ➊ 公开数据集是排序学习研究人员使用最多的标准数据集，并且还ᨀ供多种经

典排序学习算法的实验结果。LETOR是LEarning TO Rank的缩写，由微软亚洲研究院（Microsoft

Research Asia，MSRA）发布。从2007年4月至2009年7月，MSRA已经发布了四个版本，本文实验

使用的数据集是LETOR 3.0与LETOR 4.0两个版本。本节主要介绍实验中使用的LETOR数据集基本

信息。

LETOR数据集包含的数据信息有三个主要部分：检索词集合、文档集合（也称“语料库”）、

文档与检索词的相关等级。检索词集合与文档集合来源不同，前者统一标记赋予唯一的ID号，后

者源自于网络采集程序从互联网上抓取的网页数据，并且以数值型的文档特征向量形式存储。文档

与检索词的相关等级是监督学习的“标准答案”，部分来自于人工标记，还有是根据Bing搜索引擎

的搜索日志生成。在LETOR 3.0数据包中含有七个数据集：HP2003、HP2004、NP2003、NP2004、

TD2003、TD2004和OHSUMED，LETOR 4.0则含有两个数据集：MQ2007与MQ2008。

LETOR 3.0使用的文档集合是OHSUMED和Gov语料库。OHSUMED语料库[266]属于医学文

献数据库MEDLINE的一个数据集，由1987年至1991年刊发的、出自270 个医学期刊的348,566篇医

学文献构成。OHSUMED数据集由106个检索词，大约16,140篇文档构成，每篇文档ᨀ取45个特征，

并根据文档与检索词的相关程度标记为三个等级：高度相关、部分相关、不相关。Gov语料库包

含大约1,053,110篇网页，是2002年初从域名后缀为.gov的政府网站上爬取下来的。2003年，Gov语

料库开始用于文本检索会议（Text REtrieval Conference，TREC）Web检索项目[267]下的主题ᨀ

取（Topic Distillation，TD）、主页发现（Home Page Finding，HP）和命名网页发现（Named

Page Finding，NP）三类检索任务，语料库中每篇网页ᨀ取64个特征，文档与检索词的相关性标

记为两个等级：相关与不相关。2003年、2004年文本检索会议Web 检索项目使用的数据集有六组：

TD2003，TD2004，HP2003，HP2004，NP2003，NP2004。LETOR 4.0使用的文档集合是Gov2语

料库、使用的检索词集合源自2007 年、2008 年文本检索会议Million Query（MQ）项目，分别记

为MQ2007与MQ2008。Gov2语料库源自2004年初从政府网站上爬取下来的25,000,000篇网页，达

到426G。语料库中每篇网页ᨀ取46个特征。MQ2007、MQ2008分别包含1700条、800条检索词。

每个检索词文档，所有训练数据标记为三个等级：高度相关、相关、不相关。

23.38.2. Microsoft Learning to Rank

数据集采自Bing的标签集合，相关等级有5个级别：0（不相关）∼ 4（完全相关）。它包含两

组数据集：MSLR-WEB30k、MSLR-WEB10k，前者包含30,000个检索词，后者只有10,000检索词。

每对query-doc包含136个特征。

➊ LETOR: http://research.microsoft.com/
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23.38.3. Yahoo! Learning to Rank Challenge

Yahoo! 实验室于2010年初举办了一次Learning to Rank 挑战赛➊ ，使用的数据源自Yahoo!自

己用作训练排名函数的子数据集。它包含两组数据集，一大一小，分别被分割成三个子数据集：

训练集、验证集、测试集。数据包含700个特征，评价分5个等级：0（不相关）∼ 4（高度相关）。

[268]总结了竞赛的结果，并对胜出模型做出评价。

23.38.4. Yandex Internet Mathematics

Yandex是俄罗斯目前最大的搜索引擎公司，于2009年组织了一场互联网数学竞赛（Internet

Mathematics Challenge）➋ ，竞赛使用的数据分成两部分：训练集与测试集。训练集中包

含9,124条检索词，97,290篇文档。测试集总共包含115,643篇文档，取出21,103篇文档作为公开测试

数据，其他用作最终测试。每篇文档ᨀ取245个特征，训练数据由人工标记为5个等级（0∼4）。

23.39 排序学习算法汇总表

➊ Yahoo! Learning to Rank Challenge
➋ Internet Mathematics Challenge: 2009, 2011
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类型 名称 时间 损失函数 优化方法 数据集 对比算法

SVM RankSVM[233] 2002

SVM IR-SVM[236] 2006

SVM SVMMAP[231] 2007

ANN PRank[223] 2001

ANN RankNet[225] 2005

ANN LambdaRank[226] 2007

ANN LambdaMART[117] 2010

ANN ListNet[227] 2007

ANN ListMLE[229] 2008

ANN QBRank[116] 2007

ANN FRank[240] 2007

ANN SortRank[242] 2008

ANN BoltzRank[241] 2009

Boosting RankBoost[164] 2003

Boosting AdaRank[165] 2007

Boosting RankCosine[228] 2008

Boosting SRankBoost[243] 2008

Boosting NDCGBoost[245]

Boosting GBRank[238] 2007

Boosting RankRefine[251]

Boosting MPBoost[250]

Boosting GBlend[239] 2010

Regression SLR[258] 1992

Regression RankLR[269] 2009

Regression CRR[254] 2010 Combined SGD

Regression IntervalRank[253] 2010

– RankGP[257] 2007 GA

– McRank[259] 2007

– SoftRank[230] 2008

– RankRLS[256] 2009

Bayes BayesRank[255] 2009

– PermuRank[252] 2008
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第二十四章 度量指标

在机器学习、数据挖掘、推荐算法等学术实验分析阶段，通常要经过一个模型性能评价的过

程。本章主要介绍在各个领域常用的评价或度量指标。

)!*+",$%"&'#(

24.1 度量空间与测度论

24.2 范数

24.2.1. Hölder范数

对于无约束范数逼近问题：

min ∥Ax− b∥p (24.1)

其中，A ∈ Rm×n, b ∈ Rm，p > 0。

如果p ≥ 2，则范数是ℓp范数或称Hölder范数：

f(x) ! ∥Ax− b∥p =
[∑

i

|aTi x− bi|p
] 1

p

. (24.2)

我们定义

g(x) ! f(x)p = ∥Ax− b∥pp =
∑

i

|aTi x− bi|p

由于g(x)二阶处处可微，根据Newton法，可以得到下面的迭代序列：

xk+1 = xk − αk(∇2g(xk))−1∇g(xk)

= xk − αk

p−1(A
TWkA)−1ATWk(Axk − b)

= p−1−αk

p−1 xk +
αk

p−1(A
TWkA)−1ATWkb

= p−1−αk

p−1 xk +
αk

p−1 argmin
ω̄

∥W 1/2
k (Aω̄ − b)∥2

(24.3)
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其中，x0 = 0，αk ∈ [0, 1)是固定的，或者根据线性搜索技术迭代变化。Wk是个对角矩阵：

Wk !

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(aT1 xk − b1)p−2 0 · · · 0

0 (aT2 xk − b2)p−2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 0 (aTmxk − bm)p−2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(24.4)

24.2.2. 曼哈顿范数

当p = 1时，问题(24.1)转化为最小化ℓ1或曼哈顿范数（Manhattan Norm）：

f(x) ! ∥Ax− b∥1 =
∑

i

|aTi x− bi|

我们可以藉由下面的线性规划问题进行求解：

min
∑
i
νi

s.t. |aTi x− bi| ≤ νi, i = 1, . . . ,m

在机器学习任务中，常涉及到稀疏模型的训练问题，通过优化ℓ1正则项的非平滑损失函数学习

模型，比如回归分析中的Lasso算法。

24.2.3. 欧式范数

当p = 2时，问题(24.1)就是ℓ2或者欧式范数（Euclidean Norm）的最小化：

f(x) ! ∥Ax− b∥2 =
√∑

i

(aTi x− bi)2

是典型的最小二乘问题，存在下面等价的二次规划形式：

min f(x)2 = ∥Ax− b∥22 =
∑

i

(aTi x− bi)
2

存在解析解（Analytic Solution, Closed Form Solution）

x̂ = (ATA)−1AT b

24.2.4. 切比雪夫范数

当p = ∞时，问题(24.1)转化为最小化ℓ∞或者切比雪夫范数（Chebyshev Norm，也称“棋盘

距离”）：

f(x) ! ∥Ax− b∥∞ = max
i

|aTi x− bi|

由于不存在解析解，我们可以将其转化为下面的线性规划问题：

min ν

s.t. |aTi x− bi| ≤ ν, i = 1, . . . ,m
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24.2.5. L最大范数

向量ω ∈ Rm的L最大范数（Largest-L Norm）∥ω∥[L]是将ω按照其坐标绝对值降序排列，前L个

最大坐标绝对值之和，即有定义

∥ω∥[L] =
L∑

i=1

|ω|[i], 1 ≤ L ≤ m, (24.5)

其中，|ω|[i]表示坐标绝对值降序排列第i位的数值，满足|ω|[1] ≥ |ω|[2] ≥ . . . ≥ |ω|[m]。当L = 1时，

L最大范数等价于ℓ∞范数；当L = m时，等价于ℓ1范数；当1 < L < m时，它是一个凸函数，最小

化L最大范数等价于解线性规划问题

min
∑
i
ci + Lq

s.t. |aTi x− bi| ≤ ci + q,

ci ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

(24.6)

多数人在面对最小化L最大范数问题时，会选择复杂的障碍函数法（Barrier Method）或次梯度法

（Subgradient Method），纵然是优化问题专业人员亦鲜有人知可使用模型(24.6)简化问题。

24.3 距离和相似性度量

距离度量衡量对象间的差异程度，距离越远则对象间的差异越大。相似度度量衡量对象间的相

似程度，与距离度量相反，相似度度量值越小，则说明对象间相似度越小，差异越大。其他相似性

度量、距离度量可以参考[270, 271]。

24.3.1. 闵可夫斯基距离

闵可夫斯基距离（Minkowski Distance）是对多个距离度量公式的概括性的表述，公式如下：

d(x, y) =
[∑

i

(xi − yi)
p
] 1

p

(24.7)

1. 当p = 1时，闵可夫斯基距离退化成曼哈顿距离（Manhattan Distance）：

d(x, y) =
∑

i

|xi − yi| (24.8)

它来源于城市区块距离，对多个维度上的距离求和。假设在曼哈顿街区乘坐出租车从一个地

方到另一个地方，白色区域表示高楼大厦，灰色表示街道，三条折线都表示两地间的曼哈顿

距离，三者长度相等。

2. 当p = 2时，闵可夫斯基距离退化成欧几里得距离（Euclidean Distance）：

d(x, y) =

√∑

i

(xi − yi)2 (24.9)

$%"&'#( 269 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

图 24.1: 曼哈顿街区与曼哈顿距离

它是最常见的距离度量，衡量的是多维空间中点与点之间的绝对距离。如图 24.1所示，中间

绿色斜线表示两地之间的欧几里得距离。

3. 当p→∞时，闵可夫斯基距离退化为切比雪夫距离（Chebyshev Distance）：

d(x, y) = lim
p→∞

[∑

i

(xi − yi)
p
]1/p

= max
i

|xi − yi| (24.10)

它起源于国际象棋规则下国王的走法。

图 24.2: 参数p与单位闵科夫斯基距离之间的关系图

24.3.2. Cayley距离

Cayley距离是度量有序变量无序性的指标。假设标准队列为a，b中至少有一个位置与a不同，

通过交换b中的元素的位置可以将其变成标准队列（简称标准交换），Cayley距离对应最小的标准交

换次数。如图24.3，第一个队列是标准队列，我们可以最少交换三次第二个队列的位置对就可以变

成标准队列，因此二者的Cayley距离为3。

24.3.3. Ulam距离

Ulam距离与Cayley距离类似，针对队列b，它可以使用删除-移动-插入的连环动作变成标准队

列（简称标准变换）。Ulam距离对应最小的标准变换次数。如图24.4，第一个队列是标准队列，我

们可以最少交换三次第二个队列的位置对就可以变成标准队列，因此二者的Ulam距离为2。
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图 24.3: Cayley距离距离演示 图 24.4: Ulam距离计算演示

24.3.4. 汉明距离

1950年，Richard Hamming[272]引入了汉明距离（Hamming distance），亦称“信号距离”，

用于度量两个等长字串相应位置字符不同的位置数目。汉明距离还可以表示将一个字串变成另外

一个字串需要替换的最小数目。对于两个二元字串a, b，它们的汉明距离即a XOR b中1的数目。

24.3.5. 余弦相似度

向量空间两个向量夹角余弦值常用于衡量对象间的差异，具体定义如下：

cos⟨x, y⟩ = xT y

∥x∥∥y∥ , (24.11)

余弦值越大，则两对象之间的差异越小；反之，则越大。余弦值可以直接用于度量对象之间的相似

程度，此时称作余弦相似度（cosine similarity）。

24.3.6. 杰卡德系数

对于两个集合A和B，如果我们只关心两者具有相同特征的比例，则可以使用如下形式的杰卡

德系数（Jaccard coefficient）

J(A,B) =
|A ∩B|
|A ∪B| (24.12)

度量对象间的相似程度。系数值越大，表明两个对象的相似性越强，反之则越弱。
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24.3.7. 核相似度

在实际应用中，我们可以直接将定义在向量空间上的核函数作为相似性度量，从而可以得到核

相似性度量（kernel similarity）。比如高斯核函数定义的高斯相似性度量：

K(x, y) = exp{−∥x− y∥2

2σ2
}. (24.13)

24.3.8. 皮尔逊相关系数

皮尔逊相关系数（Pearson correlation coefficient）᧿述了两个变量间的线性相关性。对于变

量x和y，假设均值分别是µx, µy，标准差分别是σx,σy，则总体相关系数定义如下：

ρ(x, y) =
cov(x, y)

σxσy
=

E
[
(x− µx)(y − µy)

]

σxσy
. (24.14)

基于n组样本对协方差和标准差的估计，我们可以使用下式计算样本相关系数：

ρ(x, y) =

∑
i
(xi − x̄)(yi − ȳ)

√∑
i
(xi − x̄)2

∑
i
(yi − ȳ)2

=

n
∑
i
(xiyi)−

∑
i
xi

∑
i
yi

√
n
∑
i
x2
i − (

∑
i
xi)2

√
n
∑
i
y2i − (

∑
i
yi)2

. (24.15)

根据定义，皮尔逊相关系数−1 ≤ ρ(x, y) ≤ 1，通过|ρ(x, y)|的大小可以判定相关程度，|ρ(x, y)|越

大，x和y的相关程度越大。当ρ(x, y) = 1 时，表示x和y完全正相关；当ρ(x, y) = −1表示完全负相

关；当ρ(x, y) = 0表示不相关。如果我们令ui = xi− x̄，vi = yi − ȳ，i = 1, 2, . . . , n，则皮尔逊相关

系数实际上与夹角余弦相似度等价：

ρ(u, v) =

∑
i
(xi − x̄)(yi − ȳ)

√∑
i
(xi − x̄)2

∑
i
(yi − ȳ)2

= cos⟨u, v⟩. (24.16)

24.3.9. 等级相关系数

检索系统在执行检索时，对于同一个检索语句，不同搜索引擎由于内部排名算法的差异，可

能检索到不完全相同的数据、产生截然不同的网页排名列表。等级相关系数（rank correlation

coefficient）是度量排名列表间相似性和相关性一类重要的统计量，常见的等级相关系数有：斯

皮尔曼等级相关系数Footrule和Rho、肯德尔等级相关系数Tau、Goodman–Kruskal等级相关系

数Gamma。研究人员已经将其应用到排名聚合、搜索效果评估问题，具有重要的实际意义。

假设π和σ是Ḁ个可排列对象单元集上的两个排名列表，可能表示评价主体根据对象单元的两

个基本属性进行有序排列。比如例子9.1中可排列对象单元对应五位民主党总统候选人
{

Clinton，

Warren，Cuomo，O’Malley，Biden
}
，各自包含四个属性：公众熟识比例（Familiar）、公众认同

的比例、公众排斥的比例和公众净认同比例。我们按照第一个属性对五人进行有序排列会产生一个

排名列表（比如π），按照第四个属性排列他们又可以得到一个排名列表（比如σ）。为了度量排名
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列表π 和σ之间的相似性，我们定义如下一般形式的等级相关系数：

γ(π,σ) =

∑
i,j

g(πi,πj)h(σi,σj)

√∑
i,j

g(πi,πj)2
∑
i,j

h(σi,σj)2
, (24.17)

其中函数g(·)和h(·)各自依据排名列表π和σ 评价所有可能的对象单元序对。比如，g(πi,πj)根

据排名列表π评价对象单元序对(i, j)，h(σi,σj)则根据排名列表σ评价对象单元序对(i, j)。当函

数g(·)和h(·)的形式如下：

g(πi,πj) = πi − πj , h(σi,σj) = σi − σj ,

对应的等级相关系数就是等级相关系数Rho。如果函数g(·)和h(·)的形式如下：

g(πi,πj) = sgn(πi − πj), h(σi,σj) = sgn(σi − σj),

对应的等级相关系数就是等级相关系数Tau。函数g(·) 和h(·)对对象单元序对使用不同的评价标准，

就会产生一种对应的等级相关性度量。此外，当我们把所有可能的对象单元序对逐一展开，函

数g(·)和h(·)对它们的评价就形成两个高维的评价向量Vg ∈ Rn2

和Vh ∈ Rn2

：

Vg = (g11, g12, g21, g13, g31, . . . , gnn)
T , gij ! g(πi,πj), (24.18)

Vh = (h11, h12, h21, h13, h31, . . . , hnn)
T , hij ! h(σi,σj). (24.19)

利用它们改写一般形式的等级相关系数(24.17)：

γ(π,σ) =
V T
g Vh

∥Vg∥∥Vh∥
= cos⟨Vg, Vh⟩ ∈ [−1, 1], (24.20)

本质上等于两个评价向量Vg和Vh的夹角余弦相似度。

I. Spearman’s Footrule与Rho

1904年，实验心理学先驱、英国退伍军官查尔斯·斯皮尔曼Charles Spearman [273]延伸相

关系数的概念，推导出等级相关的计算方法，ᨀ出Footrule度量，基于此开创出因子分析（factor

analysis）方法 [274]，成为其学术生涯最伟大的成就。

假设Ḁ对象集合存在两个排名列表π和σ，斯皮尔曼将Footrule定义为两列表差值的ℓ1范数：

F(π,σ) =
∑

i

|πi − σi|. (24.21)

斯皮尔曼等级相关系数Rho统计量则建立在所有对象单元序对之上，具体形式如下：

ρ(π,σ) =

∑
i,j
(πi − πj)(σi − σj)
∑
i,j
(πi − πj)2

, (24.22)
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其中πi，σi分别表示排名对象集合第i个对象在排名列表π与σ上的名次。对于一个长度等于n的排名

列表，存在n(n− 1)个排名指标序对，并且满足

∑

i,j

(πi − πj)2 =
∑

i,j

(σi − σj)2.

我们可以根据如下两个事实

∑

i

πi = 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+ 1)/2 =
∑

i

σi, (24.23)

∑

i

π2
i = 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 =

∑

i

σ2
i , (24.24)

简化Rho统计量得：

ρ(π,σ) = 1− 6

n3 − n

∑

i

(πi − σi)2. (24.25)

II. Kendall’s Tau

1938年，莫里斯·肯德尔Maurice Kendall[275]根据两个排名列表中排名对象的排名顺序是否

一致，定义Tau统计量。一般地，Tau值越大，说明列表的差异越大。由于使用冒泡排序方法，将

一个列表按照另一个列表的顺序排列需要移动的次数，恰好等于Tau值，Tau统计量由此又称作

“冒泡排序距离”。

肯德尔定义的等级相关系数Tau是建立在一系列有序对的二元判断之上，表示如下：

τ(π,σ) =

∑
i,j

sgn(πi − πj) sgn(σi − σj)
√∑

i,j
[sgn(πi − πj)]2

∑
i,j
[sgn(σi − σj)]2

. (24.26)

它是一个对称的统计量。当i = j时，和因子sgn(πi − πj) sgn(σi − σj) = 0。在不考虑具体和因子的

情况下，我们利用排名序对集P化简Tau统计量的双重加和项

∑

i,j

(·) =
n∑

i=1

n∑

j=1

(·) = 2
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(·) = 2
∑

(i,j)∈P

(·),

其中P =
{
(i, j)|1 ≤ i < j ≤ n

}
是由所有可能的序对构成的序对集，容量|P| = n(n-1)/2。我们可

以利用它简化Tau统计量的分子部分：

∑

i,j

sgn(πi − πj) sgn(σi − σj) = 2
∑

(i,j)∈P

sgn
[
(πi − πj)(σi − σj)

]
! 2(|Pc

π,σ|− |Pn
π,σ|),

其中Pn
π,σ与Pc

π,σ称作排列π和σ上的（异）同序对集（(non-)concordant pairs）

Pc
π,σ =

{
(i, j) ∈P | sgn[(πi − πj)(σi − σj)] = 1

}
⊂P , (24.27)

Pn
π,σ =

{
(i, j) ∈P | sgn[(πi − πj)(σi − σj)] = −1

}
⊂P . (24.28)
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它们是P上两个不相交的子集，其他部分称作π和σ上的平局序对集（tied pairs）：

Pt
π,σ =

{
(i, j) ∈P | sgn[(πi − πj)(σi − σj)] = 0

}
⊂P, (24.29)

并且满足|Pc
π,σ|+ |Pn

π,σ|+ |Pt
π,σ| = |P |。此外，sgn[(πi − πj)(σi − σj)] = 0对应三种可能局面：

|σi − σj | > 0, πi = πj , (24.30)

|πi − πj | > 0, σi = σj , (24.31)

πi = πj , σi = σj , (24.32)

统计量的分母部分成分远比比分子部分复杂。为了方便细化分析，我们根据平局产生的排名列表

将Pt
π,σ分割成两个子集：

Pt
π =

{
(i, j) ∈P | πi = πj

}
⊂Pt

π,σ, (24.33)

Pt
σ =

{
(i, j) ∈P | σi = σj

}
⊂Pt

π,σ. (24.34)

其中Pt
π和Pt

σ分别是排名列表π和σ上的平局序对集。

（甲）如果三种局面都没有出现，则集合Pt
π和Pt

σ都是空集，此时

∑

i,j

[sgn(πi − πj)]2 =
∑

i,j

[sgn(σi − σj)]2 = n(n− 1)

那么Tau统计量就可以化简如下：

τ(π,σ) =
2(|Pc

π,σ|− |Pn
π,σ|)

n(n− 1)
=

|Pc
π,σ|

|P | −
|Pn

π,σ|
|P | , (24.35)

等于同序对比例和异序对比例的差值，前一项表示两排名列表π和σ之间的相似度，后一项则表示

两者的距离或相异程度，两项差值则衡量两排名列表间的相关程度（或净相似度），Tau值越高相

关度就越高。

（乙）如果(24.30)(24.31)(24.32)三种局面至少出现一种，都需要对分母部分做相应调整：

∑

i,j

[sgn(πi − πj)]2 = 2
∑

(i,j)∈P

[sgn(πi − πj)]2 = 2
(
|P|− |Pt

π|
)
, (24.36)

∑

i,j

[sgn(σi − σj)]2 = 2
∑

(i,j)∈P

[sgn(σi − σj)]2 = 2
(
|P |− |Pt

σ|
)
. (24.37)

Tau统计量可作如下简化：

τ(π,σ) =
|Pc

π,σ|− |Pn
π,σ|√(

|P |− |Pt
π|
)(
|P |− |Pt

σ|
) . (24.38)

当π与σ上都没有平局序对时，(24.38)和(24.35)完全等价。如果π = σ，则|Pc
π,σ| = |P|，Tau统计

量值最大τ(π,σ) = 1。如果π和σ彼此完全向逆，则|Pn
π,σ| = |P |，Tau统计量值最小τ(π,σ) = −1。

其他情况下，−1 < τ(π,σ) < 1。
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对于排名聚合问题，人们比较关心位于前列的对象的质量，然而Footrule和Tau均没有考虑位

置信息对排名效果的影响。为此，有研究人员[276, 277]ᨀ出两种统计量位置加权形式的扩展模型，

使其满足如下两个基本特点：

1. 假设在理想列表中，A、Z两个排名对象分别排在前列和后列，那么排名算法改变A的次序比

改变Z的次序对整体排名质量的影响更大。

2. 当排名算法的排名结果与理想排名结果完全一致时，二者距离最小；若排名结果完全相悖，

则距离最大。

24.3.10. 对数似然比

对数似然比（log-likelihood ratio，LLR） [278, 279]是子参数空间与全参数空间的最大似然估

计之比 [278]，可用于度量对象之间的相似关系，比如统计用户U和V 的在线购物历史记录，可构

造如24.1所示的表格。表格中n11表示两个用户都喜欢的商品数目，n22表示两个都不喜欢的商品数

目，n12表示用户U喜欢而用户V不喜欢的数目，n21则完全相反。

V+ V−

U+ n11 n12

U− n21 n22

表 24.1: 用户购物的偏好统计矩阵

对数似然比的计算需要一种信息熵，它定义如下：

λ = 2× (Hm −Hr −Hc) (24.39)

其中，Hm = H(n11, n12, n21, n22)称作矩阵熵，Hr = H(n11, n12) + H(n21, n22)为行熵，Hc =

H(n11, n21) +H(n12, n22)为列熵。这里信息熵定义如下：

H(X) = −
∑

i

xi log
xi + zi∑

i
xi

(24.40)

其中，Z = (z1, z2, . . . , zn)是统计变量X对应元素的反示性函数，如果xi = 0，则zi = 1，否

则zi = 0。

24.4 局部敏感哈希

局部敏感哈希（Locality-Sensitive Hashing，LSH）是应用于海量高维数据上的一类近似最近

邻（Approximate Nearest Neighbor）快速查找方法，广泛应用于网页查重、图像检索、音频检

索、数据降维、聚类分析、推荐算法等场景。
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24.4.1. SimHash

24.4.2. MinHash

24.5 推荐系统评价指标

衡量推荐系统的评价指标包括：均方根误差（Root Mean Squared Error，RMSE）、平均

绝对误差（Mean Absolute Error，MAE）[280]、精度（Precision）、召回率（Recall）和DCG

（Discount Cumulative Gain）。在真实的推荐场景中，我们还希望推荐的内容具有新颖性

（Novelty）和多样性（Diversity）。

推荐精度是评价推荐算法最基本的指标，它衡量的是推荐算法在多大程度上能够准确预测用户

对推荐商品的喜欢程度。目前大部分的关于推荐系统评价指标的研究都是针对推荐精度的。精度指

标有很多，有些衡量用户对商品的预测评分与真实评分的接近程度，有些只考虑推荐排名[281]。

24.5.1. 均方根误差

目前评价推荐精度的度量指标中，均方根误差（Root Mean Squared Error，RMSE）是使用

最多的一种，也在多次推荐算法比赛中使用作为标准的度量指标。它的数学定义为：

RMSE =

√
1

N

∑

k

(pk − qk)2, (24.41)

其中，N是测试数据集的大小，P = (p1, . . . , pN )T是待评分项真实评分值，Q = (q1, . . . , qN )T是模

型预测分值。均方根误差越小，则说明模型预测评分与真实评分越一致，预测精度越高。

24.5.2. 平均绝对误差

平均绝对误差（Mean Absolute Error，MAE）是推荐系统中最容易解释的一种度量指标，其

数学定义如下：

MAE =
1

N

∑

k

|pk − qk|. (24.42)

24.5.3. 多样性

在推荐系统中，多样性体现在两个层次，用户间的多样性（Inter-user Diversity）和用户内

的多样性（Intra-user Diversity）。前者反映推荐系统对不同用户推荐不同商品的能力，后者则

反映推荐系统对一个用户推荐商品多种商品的能力。对于用户u和v，我们可以使用汉明距离

（Hamming Distance）度量两个用户推荐列表Iu与Iv的差异程度，具体定义为：

duv = 1− 1

L
|Iu ∩ Iv|, (24.43)
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其中L表示推荐列表的长度，也就是推荐的商品数目。系统中所有的用户对汉明距离的平均值反映

了推荐系统的多样性水平，汉明距离越大，则多样性越强。用户u的商品推荐多样性依赖于推荐列

表中商品相似性状况，定义如下：

du =
1

|Iu|(|Iu|− 1)

∑

i ̸=j
i,j∈Iu

sij , (24.44)

系统中所有用户的用户内多样性均值反映了系统的多样性。

24.5.4. A/B测试

推荐系统的评价可分为在线评价和离线评价两种方式。在线评价其实就是设计在线用户实验，

根据用户在线实时反馈或事后问卷调查等结果来衡量推荐系统的表现。

目前最常用的在线测试方法A/B测试。所谓A/B测试，简单而言就是为一个目标制定两套方

案，相应地将用户也分割成两部分，一部分使用方案A，一部分使用方案B，并记录下用户的使用

状况，选择出更符号设计目的的方案正式上线。A/B测试的基本准则是多方案并行测试、每个方

案只有一个变量不同（单变量）、以Ḁ种规则优胜劣汰。A/B测试并非只同时测试两个方案，它可

能会设计和测试多个方案，以确定各个方案的优劣[281]。

24.6 排名性能评价指标

在信息检索领域，用于衡量排名性能的指标有多种，比如NDCG[282, 283]，MAP[284]，

MRR[285]等。本节简要介绍常见的几种性能度量指标。

24.6.1. 查准率

在信息检索领域，精度（Precision，又称“查准率”）和召回率（Recall，又称“查全率”）是

两个最常使用的，用以衡量检索性能的指标。精度是指检索到的文档中相关文档比率：

P =
|A ∩B|
|B| (24.45)

其中，A表示系统中相关文档集合，B表示检索到的文档集合。

在排名问题中，精度主要用于度量两个级别的排名性能。在训练数据集中，每个排名文档包

含一个相关等级，如果是相关的则记为1，否则记为0，那么排名列表π 的第k个位置上的精度记

为P@k，定义如下：

P@k =
1

k

k∑

i=1

I(yπ−1(i) = 1) (24.46)

其中，I(·)为示性函数。
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24.6.2. 召回率

召回率是指检索系统中返回的相关文档占所有相关文档的比例，可以表示成如下形式：

R =
|A ∩B|
|A| (24.47)

实际上，“在海量的实时动态网络系统中，根本不可能估计系统中同检索词相关的文档数目”

[286]，那么召回率就无法计算。 [286, 287]在研究搜索引擎的性能时均以此为由，将召回率从度量

指标中剔除。将召回率直接剔除并不恰当，TREC Web Track使用样本池方法（Pooling Method）

从系统中寻找相关文档，并假设没有落在池子中的样本是不相关的[288]。

对于二元分类问题，我们可以将真实的类别标记与模型预测结果的所有可能组合绘制到

图24.5。 图24.5构成一个分类器可信度的混淆矩阵（Confusion Matrix），以医学诊断➊为例，其中

图 24.5: 真实标记与预测结果

的阳性（Positive）是“有病”，阴性（Negative）是“无病”，则False Positve是“假阳性”，将实

际“无病（Negative）”的人诊断为“有病（True）”，也称“误诊率”，属于“第I类错误”。False

Negative是“假阴性”，将实际“有病（Positive）”的人诊断为“无病（False）”，也称“漏诊率”，

属于“第II类错误”。统计学家认为犯第I类错误的代价高于犯第II类错误，实际上在不同的治疗阶

段，两类错误的代价是不同的。

根据Precision与Recall的定义，结合图24.5，我们有：

P = TP
TP + FP

R = TP
TP + FN

(24.48)

另外，根据预测与真实分类之间的一致性，还可以定义准确率（Accurate）、真阳性比率

（True Positive Rate，TPR）、假阳性比率（False Positive Rate，FPR）：

Accurate = TP + TN
TP + FP + TN + FN

TPR = TP
TP + FN

FPR = FP
FP + TN = 1− TN

FP + TN

(24.49)

➊ 一般来说，阳性表示疾病或体内生理的变化有一定的结果，阴性则基本上否定或排除Ḁ种病变的可能性
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在20世纪50年代，英国Cranfield大学首先ᨀ出一套信息检索评价系统（简称Cranfield评价体

系），由查询样本集、正确结果集和评价指标构成，并由此确立了“评价”在信息检索研究中的重

要地位。Cranfield评价体系使用的两个评价指标是查准率和查全率，反映了标准检索系统的具备

的两个基本能力：过滤不相关文档的能力，检索到所有相关文档的能力。查准率与查全率实际上是

相互制约的，一般而言，查准率越高，则查全率下降，反之亦反。以查全率作为横轴，以查准率作

为纵轴，二者的互斥关系可以使用Precison-Recall曲线（简称PR-Curve）[289]᧿述，见图24.6。

图 24.6: PR曲线 图 24.7: ROC曲线

为了融合查准率与查全率两种指标，学术界ᨀ出了如下定义的F度量（F-Measure）：

F =
1

λ 1
P + (1− λ) 1R

(24.50)

其中，P表示查准率，R表示查全率，λ ∈ (0, 1)平衡两个指标的作用，通常取λ = 0.5，则有：

F =
2PR
P+R

(24.51)

此时，又称F度量为F1度量。

ROC曲线（受试者工作特征――Receiver Operator Characteristic）源于信号检测理论，并广

泛应用于机器学习和数据挖掘领域，是模型选择与评估的一个重要工具。在二元分类问题中，研究

人员使用ROC曲线形象地刻画分类模型的假阳性率（横轴）与真阳性率（纵轴）之间的关系。对

于完全随机分类模型，其ROC 曲线是连接原点与(1, 1) 的45°角平分线，任何优于随机分类的模

型，其ROC曲线都位于45°平分线上方（见图24.7）➊。ROC曲线下方面积AUC[290]可用来衡量模

型预测的准确性，指标范围在[0, 1]之间，有趣的是AUC同Wilcoxon-Mann-Whitney统计量是等价

的 [291]，可用于衡量分类模型的排名性能。

➊ 在讨论ROC与PR曲线时，可能涉及到凸壳（Convex Hull），也称凸包（Convex Envelop）的概念，简单而言，在实数向量空间V中，
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24.6.3. 平均精度均值

根据精度的定义，可以定义平均精度（Average Precision）：

AP =
1

n1

n∑

k=1

I(yπ−1(k) = 1)P@k (24.52)

其中，n是与检索词关联的文档数目，n1表示相关文档的数目，在PR曲线中，平均精度近似地等于

曲线下方面积所占比例。

平均精度均值（Mean Average Precision，MAP）是指所有检索词上的AP的平均值，即

MAP =
1

|Q|
∑

q∈Q

AP(q) (24.53)

24.6.4. 折损累积增益

折损累积增益（Discounted Cumulative Gain，DCG）是评价排名质量的一种标准指标，常

用于度量搜索排名算法的精度，在信息检索领域有广泛使用。它不局限于评价仅含有相关、不相关

两种评分相关等级的排名问题，对于包含多个评分相关等级的排名问题同样适用。给定一个排名列

表，折损累积增益根据文档在排名列表中的位置信息计算其有用性或称增益量，从排名列表的顶部

到底部累积各个位置的增益量，并以各自的位置信息进行折损。一般地，如果相关性越高则越有

用，相应地在排名列表中的位置越靠前，则折损累积增益的值就越高。在评价排序模型的质量时，

如果折损累积增益的值越大，则认为排序模型性能越高。

在折损累积增益诞生之前，常使用一种称为累积增益的指标，它只是将对应位置以后所有对象

的评分相关等级机械相加，没有将位置信息计入增益量。对于给定的排名列表π，在位置k处的累

积增益定义如下：

CG@k =
k∑

i=1

yπ−1(i) (24.54)

其中，π−1(i)表示在排名列表中排在位置i的对象，其相关等级用yπ−1(i)表示。在累积增益的计算过

程中，如果调换排名在[1, k]范围内任意两个对象的位置，无论是将相关的对象位置往后挪，还是

将不相关对象的位置向前移，都不会影响累积增益量。折损累积增益克服了累计增益的这一缺陷，

对于不同位置的增益设置不同的折损：位置靠前的对象折损越小，有用性更高。对于位置k处的折

损累积增益定义如下：

DCG@k = yπ−1(1) +
k∑

i=2

yπ−1(i)

log i
(24.55)

对于给定集合X的凸包S 是指V中所有包含X的凸集K的交：

S =
⋃

X⊆K⊆V

K,

如果X是有限的，则X的凸包可以由X内所有点(x1, . . . , xn)线性组合来构造：

S = {
n∑

i=1

αixi | xi ∈ X,
n∑

i=1

αi = 1,αi ∈ [0, 1]}
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或者

DCG@k =
k∑

i=1

2yπ−1(i) − 1

log(i+ 1)
(24.56)

其中，公式加和项分数的分子部分表示增益，分母部分表示折损。通过选择不同截断位置

（Cut-off），折损累积增益可以评价不同位置上的排名质量。

在网络搜索应用中，由于不同搜索引擎所使用的排名算法不同，对于同一个检索词，每个系统

返回的搜索结果数量也不相同。为方便比较不同搜索引擎、不同排名算法，需要对折损累积增益在

检索词上做标准化处理。假设对于每一个检索词，都存在一个真实的排名列表，如果Ḁ个排序模型

的预测排名与真实排名完全一致，我们称之为理想排名模型，相应排名结果称为理想排名，而根据

理想排名列表计算的折损累积增益也称理想累积增益。理想累积增益在位置k截断值记作Zk，利用

它标准化折损累积增益就得到标准累积增益：

NDCG@k =
DCG@k

Zk
(24.57)

取值范围在[0, 1]，它是评价排序模型或算法质量最常用的一种标准指标。

24.6.5. 倒数排名均值

倒数排名均值（Mean Reciprocal Rank，MRR）是一种衡量两个级别的排名质量的度量方式，

是倒数排名（Reciprocal Rank, RR）在检索词集合Q上的平均值。倒数排名是指对于Ḁ个检索词，

相关文档最好的排名，即RR = r−1，r表示与检索词相关的文档最好的排名。比如，Ḁ个检索词的

相关文档只有2个，其中一个排在第2位，另一个排在第10位，那么其倒数排名为2−1。对所有检索

词的倒数排名取均值，就是平均倒数排名：

MRR =
1

|Q|
∑

q∈Q

1

rq
(24.58)

24.6.6. 倒数排名期望

倒数排名期望（Expected Reciprocal Rank，ERR）由Chapelle等人[292]ᨀ出，通过用户对搜

索结果满意程度的统计模型分析，ERR表现优于DCG度量。

假设位置j的文档让用户满意的概率为Rj，则用户在位置r找到心仪的文档并停止浏览和查找

的概率为：
r−1∏

j=1

(1−Rj)Rr

一般地，Rj可以使用对应位置文档的等级表示：

Rj =
2yj − 1

2ymax

$%"&'#( 282 )!*+",$



24.7. 信息度量
!"#

ERR可以定义为下式：

ERR =
n∑

r=1

1

r

r−1∏

j=1

(1−Rj)Rr (24.59)

其中n表示待排名的文档数目；yi表示排在i的文档等级；ymax表示文档的最高等级。

24.6.7. pFound

pFound由Gulin等人[293]ᨀ出，Yandex从2007年就开始用它来评估搜索效果。与ERR类似，

pFound也是一种衡量用户满意程度的概率模型。

pFound =
n∑

r=1

r−1∏

j=1

(1− b)(1−Rj)Rr =
n∑

r=1

(1− b)r−1
r−1∏

j=1

(1−Rj)Rr (24.60)

Rj与ERR中的含义相同，表示用户在j处找到满意文档的概率；b表示在各个位置停止查找的概率，

默认取值0.15。

ERR和pFound都基于相同的假设：（i）用户从上到下逐个浏览搜索结果页面；（ii）用户逐个

点击搜索结果，直到找到目标文档或者没有找到而放弃搜索。

24.6.8. 胜者全拿

胜者全拿（Winner Takes All，WTA）是一种两级别度量，对于Ḁ个检索词，如果排名最前的

文档与之相关，则WTA损失为0，否则为1。

24.7 信息度量

信息论是运用概率论与数理统计的方法研究信息、信息熵、通信系统、数据传输、密码学、数

据压缩等问题的应用数学学科。Shannon和Weaver于1948年10月发表在《贝尔系统技术学报》的

论文通信的数学原理[294]，可以视作是现代信息论研究的开端。Claude Shannon由于在信息理论

中的突出贡献被后人尊称为“信息论之父”。

信息论将信息的传递作为一种统计现象来考虑，给出了估算通信信道容量的方法。信息传输和

信息压缩是信息论研究中的两大领域，二者又通过信道编码定理、信源－信道隔离定理相互联系。

信源编码和信道编码是信息论的基本研究课题。

24.7.1. 熵

19世纪60年代，德国物理学家Rudolf Clausius在研究实际热机中发现，实际热机工作时会产

生“无法使用”的热量（如摩擦产生的热量），并首次ᨀ出“熵（Entropy）”的概念，用来᧿述能

量的耗散。19世纪70年代，Ludwig Boltzmann在分析系统中微观粒子的统计行为时给出熵的统计

学定义，并证明这种统计学意义上的熵与Cluasius给出的热力学熵是等价的，仅仅相差一个常数项
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图 24.8: Left：Rudolf Clausius (1822 - 1888), Middle：Ludwig Boltzmann (1844 - 1906), Right：

Claude Shannon (1916 - 2001)

（Boltzmann常数）。根据熵的统计学定义，热力学第二定律说明一个孤立系统倾向于混乱程度增加

（即“熵增”）。

受此启发，Shannon和Weaver在[294] 中ᨀ出信息熵（Information Entropy，简称“熵”）的

概念，并证明熵与信息的不确定性存在等价关系，信息熵越大，意味着不确定性越大，从而事件所

包含的信息量越大。

离散随机变量X = {x1, . . . , xn}的熵用于度量隐含于变量X的值的不确定性程度，如果

令p(x)表示X = x的概率，那么变量X的熵定义为：

H(X) = EX [I(x)] = −
∑

x∈X

p(x) log p(x) (24.61)

其中，I(x)表示单个信息的熵分布，有时称作自信息（Self Information），EX表示期望。计算中使

用的对数基底如果是2，熵的单位就是比特（bit），在用符号表达信息时，熵用来量化单个字符可

以存储或传输的平均比特数。

如果随机变量X是连续的，则熵可以使用积分计算

H(X) = −
∫

x

p(x) log p(x)dx. (24.62)

根据连续随机变量X熵的定义，我们可以计算常见连续分布的熵，比如X ∼ N(µ,σ2)，则其连续熵

H(X) = −
∫ +∞
−∞

1√
2πσ

exp{− (x−µ)2

2σ2 }
[
− (x−µ)2

2σ2 − log
(√

2πσ
)]
dx

= log
(√

2πσ
) ∫ +∞

−∞
1√
2πσ

exp{− (x−µ)2

2σ2 }dx+ 1
2σ2

∫ +∞
−∞ (x− µ)2 1√

2πσ
exp{− (x−µ)2

2σ2 }dx

= 1
2

[
1 + log(2πσ2)

]
,

由此可以看出，服从正态分布的变量，其熵的大小只与方差有关，方差相同则对应的熵也相等，方

差越大熵值越大。
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定理24.1. 对于随机变量X，H(X) ≥ 0，当且仅当随机变量服从均匀分布时，H(X)最大。对于离

散变量X，如果它的可能取值为有限集合{x1, . . . , xn}，则有H(X) ≤ log n，当且仅当p(xi) =
1
n时，

等式成立。

24.7.2. 联合熵

如果将两个离散随机变量X和Y简单联合，构成新的联合随机变量(X,Y )，则新的联合随机变

量的熵（Joint Entropy）定义为：

H(X,Y ) = EX,Y [I(x, y)] = −
∑

x,y

p(x, y) log p(x, y) (24.63)

如果事件X和Y是相互独立的，则p(x, y) = p(x)p(y)，那么

H(X,Y ) = −
∑

x,y

p(x)p(y) log(p(x)p(y)) = −
∑

x

p(x) log p(x)−
∑

y

p(y) log p(y) = H(X) +H(Y )

24.7.3. 交熵

假设随机变量X的概率密度函数为P (X)，许多情况下P (X)是未知的，人们通常使用统计的手

段得到P (X)的近似分布Q(x)，则随机变量X的交叉熵（Cross Entropy）定义为：

H(P (X), Q(X)) = −
∑

x∈X

P (x) logQ(x) (24.64)

如果将交叉熵引入计算机语言学，可以处理机器翻译的歧义问题。采用语句的真实语义作为交

叉熵的训练集的先验信息，将机器翻译的语义作为测试集后验信息，使用两者的交叉熵指导对歧义

的辨识和消除。

24.7.4. 条件熵

设有随机变量X,Y，其联合概率分布为

p(x, y) = P (X = x, Y = y)

条件熵（Conditional Entropy）H(X|Y )表示已知随机变量Y的条件下，随机变量X的不确定性，

并做如下定义：

H(X | Y ) = EY [H(X|Y = y)]

=
∑
y
p(y)H(X|Y = y)

= −
∑
y
p(y)

∑
x
p(x|y) log p(x|y)

= −
∑
x,y

p(x, y) log p(x,y)
p(y)

= H(X,Y )−H(Y )

(24.65)

H(X|Y )表示随机变量Y给定条件下，X的条件概率分布熵在Y上的数学期望。
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24.7.5. KL散度

KL散度（Kullback–Leibler Divergence）[295, 296]，又称相对熵（Relative Entropy）或信

息散度（Information Divergence）是度量两分布（真实概率分布与任意概率分布）之间距离的一

种方式。假设存在Ḁ真实分布p(X)及任意一个分布q(X)，则两分布之间的KL散度定义为：

DKL(p(X)∥q(X)) =
∑

x∈X

p(x) log
p(x)

q(x)
(24.66)

根据交叉熵的定义可知：

DKL(p(X)∥q(X)) =
∑

x∈X

p(x) log
p(x)

q(x)
= −

∑

x∈X

p(x) log q(x)−H(X) = H(p(X), q(X))−H(X)

(24.67)

引理24.1. 对任意两个分布p(X)与q(X)，都有DKL(p(X)∥q(X)) ≥ 0，当且仅当p(X) = q(X)时，

DKL(p(X)∥q(X)) = 0。

引理24.2 (Pythagorean性质). 如果p ∈ P，q ∈ Q，p̂ ∈ P ∩Q，则有

DKL(p(X)∥q(X)) = DKL(p(X)∥p̂(X)) +DKL(p̂(X)∥q(X)).

定理24.2 (最大熵解). 如果p̂ ∈ P ∩Q，则解

p̂ = argmax
p

H(p) (24.68)

存在且唯一。

定理24.3 (最大似然解). 如果p̂ ∈ P ∩Q，则解

p̂ = argmax
q

L(q) (24.69)

存在且唯一。

定理24.4 (对偶定理). 存在唯一的分布p̂，满足

p̂ = argmax
p

H(p) = argmax
q

L(q) ∈ P ∩Q. (24.70)

根据对偶定理可知，最大熵解可以写作对数线性形式，解出最大似然解就给出了最大熵解。

在数据压缩应用中，假设数据服从分布q(X)并执行压缩，而数据真实分布为p(X)，则KL-散度

表示相对理想情况，压缩数据需要的平均额外的支出（比特）。从信息论的角度来看，如果随机变

量的真实分布为p(X)，然而人们却错误地使用概率密度函数q(X)，则KL散度刻画了由于使用错误

的分布密度函数而导致信息量的增加。
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图 24.9: Solomon Kullback (1907 - 1994) 图 24.10: Richard Leibler (1904 - 2003)

24.7.6. 互信息

互信息（Mutual Information）表示通过观察一个随机变量，从另外一个随机变量中获取的信

息量，它是通信理论中的一个重要指标，常用于最大化发送信号和接收信号间共享的信息量。随机

变量X相对Y的互信息定义为：

I(X;Y ) =
∑

X,Y

p(x, y) log
p(x, y)

p(x)p(y)
= H(X)−H(X|Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (24.71)

由此可知，在知道Y的情况下为X编码，相比不知道Y的情况下，可以节省I(X;Y )个比特。由定义

可知，互信息I(X;Y )是对称的。如果随机变量X和Y是相互独立的，由H(X,Y ) = H(X)+H(Y )可

知I(X;Y ) = 0。

根据等式

DKL(p(X|Y = y)∥p(X)) =
∑

x∈X

p(x|y) log p(x|y)
p(x)

=
∑

x∈X

p(x|y) log p(x, y)

p(x)p(y)

可以使用KL-Divergence表示互信息：

I(X;Y ) =
∑

x∈X

p(x|y)p(y) log p(x, y)

p(x)p(y)
= Ep(y)[DKL(p(X|Y = y)∥p(X))]

联合熵、条件熵、互信息三者之间的关系可以通过图24.11形象表示。
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图 24.11: 联合熵、条件熵、互信息三者之间的关系

24.7.7. 詹森–香农散度

詹森–香农散度（Jensen–Shannon Divergence），也称信息半径（Information Radius，IRad），

在统计学中，常用作衡量两个概率分布的相似度。JS散度建立在KL散度之上，但又不同于KL散度：

JS散度是对称的。它最初为Dagan Ido等人用于计算单词的相似性[297]，现在已经成为生物信息学

重要的度量工具。

对于两个概率分布P与Q，它们的JS散度定义为两个KL散度的均值：

DJS(P∥Q) =
1

2
(DKL(P∥M) +DKL(Q∥M)) (24.72)

其中，M = (P +Q)/2表示P,Q的混合概率分布。根据定义可知DJS ∈ [0, 1]：

DJS(P∥Q) = 1
2(
∑

P log P
M +

∑
Q log Q

M )

= H(M)− 1
2H(P )− 1

2H(Q)
(24.73)

假设X是服从混合分布M的随机变量，Z表示二元示性变量（Binary Indicator Variable），如

果X服从P时，则Z = 1，如果X服从Q时，则Z = 0。变量X与Z的互信息

H(X;Z) = H(X)−H(X|Z)

=
∑

M logM − Pr(Z = 0)H(X|0)− Pr(Z = 1)H(X|1)

= H(M)− 1
2H(P )− 1

2H(Q)

(24.74)

与概率分布P和Q的JS散度等价。

I. 最小编码长度

哈夫曼编码是由戴维·哈夫曼David A. Huffman于1952年ᨀ出，属于一种典型的变长编码

（Variable Length Coding, VLC）方式，基于“高频字母短编码，低频字母长编码”的原则实现最

优编码，主要用于文本文件的无损压缩（Lossless Compression）。
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图 24.12: David Albert Huffman (1925 - 1999)

哈夫曼编码的目标是寻找最有效率的编码方式，使得平均编码长度最短。可以证明哈夫曼编码

是满足最小信息熵的编码。

II. Fano不等式
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第二十五章 矩阵论

矩阵是高等代数学中的一个常见工具，也常见于统计学、物理学、计算机科学等学科。矩阵运

算是数值分析领域的一个重要问题，将矩阵分解为简单矩阵的组合可以在理论和实际应用中简化矩

阵运算。一些应用广泛而形式特殊的矩阵，如稀疏矩阵和准对角矩阵，都有特定的快速运算方法。

假设矩阵A是m × n维的实数矩阵，则A ∈ Rm×n，并记AT为A的转置矩阵（Transpose Ma-

trix）。如果m = n，则称A为方块矩阵，简称方阵，并记|A| 或det(A)为其行列式（Determinant）。

如果方阵A ∈ Rn×n对称，则有AT = A，比如非对角元都是零元的对角阵（Diagonal Ma-

trix）。如果对角阵对角元都是1，则称其为单位矩阵（Identity Matrix），并记作I。如果A可逆

（Invertible），记A−1为其逆矩阵（Inverse Matrix），则有AA−1 = A−1A = I，此时A也被称作非

奇异阵（Nonsingular Matrix），并且满足|A| ≠ 0。方阵A 所有对角元素之和称作矩阵A 的迹

（Trace），记作tr(A) =
∑
i
aii。

定义25.1 (分块矩阵). 如果矩阵A ∈ Rm×n，利用矩阵行或列向量，可分块表示成如下两种形式：

⎧
⎨

⎩
A = [A•1, A•2, . . . , A•n],

A = [A1•, A2•, . . . , Am•]T ,

其中，A•i = [a1i, . . . , ami]T ∈ Rm为矩阵A的第i列，Ai• = [ai1, . . . , ain] ∈ R1×n 是A的第i行。

25.1 特征系统

25.1.1. 特征值与特征向量

定义25.2. 对于矩阵A ∈ Cn×n，如果存在λ ∈ C与非零向量ω ∈ Cn，满足Aω = λω，则称λ是矩阵A

的一个特特特征征征值值值（Eigenvalue），ω是其对应特特特征征征向向向量量量（Eigenvector）。矩阵A对应于复空间Cn×n上的

一个线性变换。

定义25.3. 如果矩阵A ∈ Cn×n存在特征值λ1, . . . ,λn，则矩阵A的谱谱谱半半半径径径（Spectral Radius）有定

义：

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|. (25.1)
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如果特征值满足关系|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|，则称λ1为A的主主主特特特征征征值值值，其对应特征向量ω1为A的主主主

特特特征征征向向向量量量，矩阵A的谱半径ρ(A) = |λ1|。

命题25.1. 如果矩阵A存在特征值λ1, . . . ,λn，则特征值满足：

∑

i

λi = tr(A), (25.2)

∏

i

λi = |A|. (25.3)

如果特征值彼此不相同，则对应特征向量ω1, . . . ,ωn也线性无关。

定义25.4 (Gershgorin圆盘). 对于矩阵A ∈ Cn×n，如果记ri =
∑
j ̸=i

|aij |，1 ≤ i ≤ n，我们称

D(aii; ri) =

{
z ∈ C

∣∣∣∣|z − aii| ≤ ri

}
(25.4)

是矩阵A的Gershgorin圆圆圆盘盘盘（Gershgorin Disc）。

定理25.1 (Gershgorin圆盘定理). 复数域上矩阵的任意特征值都至少落在一个Gershgorin圆盘内。

定义25.5 (矩阵范数). 如果矩阵A ∈ Rm×n，则它存在如下几种形式的范数∥A∥：

• ∥A∥1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |表示矩阵的最大列和（绝对值），称作列列列和和和范范范数数数。

• ∥A∥2 = σ1(A) =
√
ρ(ATA)，表示矩阵最大的奇异值，称作谱谱谱范范范数数数。

• ∥A∥∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |，表示矩阵的最大行和（绝对值），称作行行行和和和范范范数数数。

• ∥A∥F =
√

tr(ATA) =

√
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2，称作Frobenius范范范数数数。

• ∥A∥⋆ =
∑
i
σi(A)，表示矩阵奇异值之和，称作核核核范范范数数数。

定理25.2. 任意复数域上的矩阵，其谱半径不大于其任意一种诱导范数。

证明：假设矩阵A ∈ Cn×n的特征值为λi，1 ≤ i ≤ n。任选一个特征值λ ∈ {λ1, . . . ,λn}，设ω ̸= 0是

对应特征向量。我们构造矩阵X = [ω, 0, . . . , 0] ∈ Cn×n，则∥X∥ ̸= 0且AX = λX。根据矩阵范数的

一致性（也称次可乘性）

|λ|∥X∥ = ∥AX∥ ≤ ∥A∥∥X∥

可知|λ∥ ≤ ∥A∥。由λ的任意性证得ρ(A) ≤ ∥A∥，即A的谱半径是其任意一种诱导范数的下界。

25.1.2. 二次型

定义25.6. 多元变量x1, . . . , xn的二二二次次次型型型（Quadratic Form）是形如

Q(x) = a11x
2
1 + · · ·+ aijxixj + · · ·+ annx

2
n =

∑

1≤i≤n

∑

1≤j≤n

aijxixj = xTAx (25.5)

的n元二次函数，其中A = (aij)n×n是一个二次型矩阵。
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二次型矩阵A存在多种表示形式，比如Q(x) = 2x2
1 + x1x2 + 5x2x1 − 4x2

2等价于

Q(x) = 2x2
1 + 2x1x2 + 4x2x1 − 4x2

2,

Q(x) = 2x2
1 + 8x1x2 − 2x2x1 − 4x2

2,
...

...
...

Q(x) = 2x2
1 + 3x1x2 + 3x2x1 − 4x2

2

相应地二次型矩阵也会发生变化。假设原始二次型矩阵是A，由于Q(x1, . . . , xn) = xT (A+AT )x/2，

则(A + AT )/2是对称矩阵，即每个二次型都存在唯一的对称型二次型矩阵，并作为基本二次型矩

阵，如前例中的基本二次型矩阵为

A =

⎡

⎣2 3

3 −4

⎤

⎦ .

定义25.7. 一个对称矩阵A ∈ Rn×n是正正正（（（负负负）））定定定矩矩矩阵阵阵（Positive or Negative Definite Matrix），当且

仅当对所有非零向量x ∈ Rn都有xTAx > 0(< 0)。A 是半半半正正正（（（负负负）））定定定矩矩矩阵阵阵（Positive or Negative

Semi-definite Matrix）当且仅当对所有向量x ∈ Rn都有xTAx ≥ 0(≤ 0)。

命题25.2. 假设矩阵A的主特征向量是ω1，最小特征值对应的特征向量是ωn，则二次型Q(x) =

xTAx在ω1方向上变化速率最大，在ωn方向上变化速率最小。

25.1.3. 严格对角占优矩阵

定义25.8 (严格对角占优矩阵). 对于矩阵A ∈ Cn×n，如果对任意的1 ≤ i ≤ n都有

|aii| >
∑

j ̸=i

|aij |, (25.6)

则称A是严严严格格格对对对角角角占占占优优优矩矩矩阵阵阵（Strictly Diagonally Dominant Matrix）。

定理25.3. 严格对角占优矩阵是非奇异矩阵。

25.1.4. 随机矩阵

随机矩阵（Stochastic Matrix），也称概率矩阵（Probability Matrix）、转移矩阵（Transition

Matrix）或者马尔科夫矩阵 （Markov Matrix）是一种用以᧿述马尔科夫链状态转移的一种矩阵，

主要应用于概率论、统计学、线性代数、金融数学及计算机领域。

定义25.9 (随机矩阵). 对于非负矩阵A ∈ Rn×n，如果A的行和等于1，则称它为行随机矩阵或右随机

矩阵，矩阵的每一行对应一个概率分布；如果矩阵A的列和等于1，则称其列随机矩阵或左随机矩

阵，矩阵的每一列对应一个概率分布；如果A的行和与列和都等于1，则称其为双随机矩阵，矩阵

的每一行、每一列都对应一个概率分布。

定理25.4. 随机矩阵的主特征值是1。
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证明：假设矩阵A ∈ Cn×n是一个行随机矩阵，根据定理25.2可知

ρ(A) ≤ ∥A∥1 = 1.

由于A1 = (1, . . . , 1)T = 1，表明矩阵A存在一个特征向量λ = 1，对应特征向量是1。显然，特征

值λ = 1是矩阵A的主特征值。列随机矩阵与双随机矩阵类似可证。

25.1.5. 特征系统的解

Algorithm 19幂法
Input: 给定迭代次数T或误差阈值ϵ，t = 1，任意非零向量x0 ∈ Rn

while t < T 或∥xt − xt−1∥ > ϵ do

yt = Axt−1

xt = yt/∥yt∥

t = t+ 1

end while

Output: 主特征向量ω1 = xT

定理25.5. 如果A ∈ Rn×n是一个正定矩阵，则幂法收敛于A的主特征向量ω1。

证明： 如果A是正定矩阵，则n个特征向量一定线性无关，并且可以使用它们线性表示任意非零向

量x0，即存在非零向量a = (a1, . . . , an)T，满足

x0 =
∑

i

aiωi.

由幂法迭代步骤可知

Atx0 =
∑

i

aiA
tωi =

∑

i

aiλ
t
iωi.

对等式左右两端同除以λt
1，则有

(Atx0)/λ
t
1 = a1ω1 +

∑

2≤i≤n

[
ai(λi/λ1)

tωi

]
. (25.7)

由于λ1是主特征值，对任意i ≥ 2，当t → ∞时都有(λi/λ1)t → 0，则(Atx0)/λt
1 → a1ω1，表明幂法

收敛且收敛于A的主特征向量。

注解25.1. 幂法是Google核心搜索算法PageRank使用的一种迭代方法，由于Google网页链接矩阵是

一个随机矩阵，其收敛性可以保证。幂法迭代过程矩阵-向量乘积运算是主要的计算开销，其计算

复杂度为O(n2)。在实际应用时，由于海量的网页数目，计算复杂度不容小觑。如果A是稀疏矩阵，

矩阵-向量的乘积运算执行效率非常高，幂法仍然是一个不错的选择。此外，随机矩阵主特征值与

第二大特征值之差，也称谱谱谱隙隙隙（Eigengap or Spectral Gap），会影响到幂法的收敛速度。一般地，谱

隙越大幂法的收敛速度越快。
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25.2 矩阵微分

矩阵微分（Matrix Differentiation）是一个实用的数学工具，人们在机器学习理论证明、优化

算法推导时都可看到其身影。本节对各种形式的矩阵微分定义进行总结并ᨀ供详细推导 [298]。

25.2.1. 函数y = Ax的偏导

定义25.10. 假设函数ψ : Rn -→ Rm，x ∈ Rn，则y = ψ(x) ∈ Rm关于x的一阶偏导为

∂ψ(x)

∂x
= J(x,ψ) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂y1/∂x1 ∂y1/∂x2 · · · ∂y1/∂xn

∂y2/∂x1 ∂y2/∂x2 · · · ∂y2/∂xn

...
...

. . .
...

∂ym/∂x1 ∂ym/∂x2 · · · ∂ym/∂xn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(25.8)

称作是变换ψ(·)的雅雅雅克克克比比比矩矩矩阵阵阵（Jacobian Matrix）

Jij =

[
∂yi
∂xj

]
, ∀1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. (25.9)

如果y是一个标量，即m = 1，则雅克比矩阵J(x,ψ) =
[
∂y/∂x1, ∂y/∂x2, · · · , ∂y/∂xn

]
∈ R1×n；如

果x是一个标量，即n = 1，则雅克比矩阵J(x,ψ) =
[
∂y1/∂x, ∂y2/∂x, · · · , ∂ym/∂x

]T ∈ Rm。

命题25.3. 假设y = Ax，其中A ∈ Rm×n，x ∈ Rn，并且A与x无关，则有

∂y/∂x = ∂(Ax)/∂x = A. (25.10)

证明：由于yi =
∑
k
aikxk，则有

∂yi/∂xj = aij ,

对任意的1 ≤ i ≤ m和1 ≤ j ≤ n都成立，显然∂y/∂x = A。

命题25.4. 假设y = Ax，其中A ∈ Rm×n，x ∈ Rn，并且A与x无关。如果x还是向量z的函数，

且A与z无关，则有

∂y/∂z = ∂(Ax)/∂z = A(∂x/∂z). (25.11)

证明：由于yi =
∑
k
aikxk，则有

∂yi/∂zj =
∑

k

[
aik(∂xk/∂zj)

]
,

等式右侧是A(∂x/∂z)的第(i, j)个元素，则有∂y/∂z = (∂y/∂x)(∂x/∂z) = A(∂x/∂z)。
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25.2.2. 函数c = yTAx的偏导

命题25.5. 假设A ∈ Rm×n，x ∈ Rn，y ∈ Rm，并且A和y都与x无关，则有

∂(yTAx)/∂x = yTA, (25.12)

∂(yTAx)/∂y = (Ax)T . (25.13)

特别地，yTAx对yT的一阶偏导是yTAx关于y一阶偏导的转置，即有

∂(yTAx)/∂yT =
[
∂(yTAx)/∂y

]T
= Ax. (25.14)

证明： 记zT = yTA，则∂(yTAx)/∂x = ∂(zTx)/∂x = zT，即第一个等式得证。由于yTAx =

(yTAx)T = (Ax)T y，利用第一个等式可以证明∂(yTAx)/∂y = ∂[(Ax)T y]/∂y = (Ax)T。

推论25.1. 假设A ∈ Rn×n，x ∈ Rn，并且A与x无关，则有

∂(xTAx)/∂x = xT (A+AT ), (25.15)

∂2(xTAx)/∂x∂xT = A+AT . (25.16)

如果A是对称矩阵A = AT，则有

∂(xTAx)/∂x = 2xTA, (25.17)

∂2(xTAx)/∂x∂xT = 2A. (25.18)

证明：根据二次型的定义xTAx =
∑
i

∑
j
aijxixj，可知

∂(xTAx)/∂xk =
∑

j

akjxj +
∑

i

aikxi = xT (AT
k• +A•k)

对任意1 ≤ k ≤ n都成立，显然∂(xTAx)/∂x = xT (A+AT )。此外，

∂2(xTAx)/(∂x∂xT ) = ∂[xT (A+AT )]/∂xT

= ∂[(A+AT )x]/∂x = A+AT .

命题25.6. 假设x ∈ Rn，y ∈ Rn，并且x与y都是关于向量z的函数，则有

∂(xT y)/∂z = xT (∂y/∂z) + yT (∂x/∂z). (25.19)

证明：根据xT y =
∑
i
(xiyi)可知

∂(xT y)/∂zk =
∑

i

∂(xiyi)/∂zk =
∑

i

[xi(∂yi/∂zk) + yi(∂xi/∂zk)] = xT (∂y/∂zk) + yT (∂x/∂zk),

对任意k ≥ 1都成立，从而可得

∂(xT y)/∂z = [∂(xT y)/∂x](∂x/∂z) + [∂(xT y)/∂y](∂y/∂z) = yT (∂x/∂z) + xT (∂y/∂z). (25.20)

如果y = x，则有∂(xTx)/∂z = ∂∥x∥22/∂z = 2xT (∂x/∂z)。
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命题25.7. 假设x ∈ Rn，y ∈ Rm，A ∈ Rm×n，且x与y都是关于向量z的函数，但A与z无关，则有

∂(yTAx)/∂z = yTA(∂x/∂z) + (Ax)T (∂y/∂z). (25.21)

当y = x时，则有

∂(xTAx)/∂z = xT (A+AT )(∂x/∂z). (25.22)

如果A是对称矩阵，从而可以得到

∂(xTAx)/∂z = 2xTA(∂x/∂z). (25.23)

证明：由链式法则可得

∂(yTAx)/∂z = [∂(yTAx)/∂x](∂x/∂z) + [∂(yTAx)/∂y](∂y/∂z) = yTA(∂x/∂z) + (Ax)T (∂y/∂z),

证毕。

定义25.11. 假设ψ : Rn -→ R，x ∈ Rn，则c = ψ(x)关于x的二阶导数

∂2c

∂x2
= H(x,ψ) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2c/(∂x1∂x1) ∂2c/(∂x1∂x2) · · · ∂2c/(∂x1∂xn)

∂2c/(∂x2∂x1) ∂2c/(∂x2∂x2) · · · ∂2c/(∂x2∂xn)
...

...
. . .

...

∂2c/(∂xn∂x1) ∂2c/(∂xn∂x2) · · · ∂2c/(∂xn∂xn)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(25.24)

称作是变换ψ(·)的黑黑黑塞塞塞矩矩矩阵阵阵（Hessian Matrix）：

Hij =

[
∂2c

∂xi∂xj

]
, ∀1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. (25.25)

定义25.12. 假设ψ : Rm×n -→ R，X ∈ Rm×n，则c = ψ(X)关于X的一阶偏导

∂c

∂X
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂c/∂x11 ∂c/∂x12 · · · ∂c/∂x1n

∂c/∂x21 ∂c/∂x22 · · · ∂c/∂x2n

...
...

. . .
...

∂c/∂xm1 ∂c/∂xm2 · · · ∂c/∂xmn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(25.26)

是c对矩阵逐元素偏导：

∂c/∂X =
[
∂c/∂xij

]

m×n
. (25.27)

命题25.8. 假设α ∈ Rm，β ∈ Rn，则有

∂(αTXβ)/∂X = αβT , (25.28)

∂(αTXα)/∂X = ααT . (25.29)
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25.2.3. 矩阵迹的偏导

如果矩阵A，B，X都是Rn×n上的方阵，则有

∂ tr(X)/∂X = I, (25.30)

∂ tr(AX)/∂X = AT , (25.31)

∂ tr(AXT )/∂X = A, (25.32)

∂ tr(AXTB)/∂X = BA, (25.33)

∂ tr(AXB)/∂X = (BA)T , (25.34)

∂ tr(AX−1)/∂X = −(X−1X−1)T , (25.35)

∂ tr(AX−1B)/∂X = −(X−1BAX−1)T , (25.36)

∂ tr(XTAX)/∂X = (A+AT )X, (25.37)

∂ tr(XAXT )/∂X = X(A+AT ), (25.38)

∂ tr(AXBX)/∂X = ATXTBT +BTXTAT , (25.39)

∂ tr(AXBXT )/∂X = AXB +ATXBT , (25.40)

∂ tr(AXXTB)/∂X = (ATBT +BA)X. (25.41)

25.2.4. 行列式的偏导

如果矩阵A，B，X都是Rn×n上的方阵，则有

∂|X|/∂X = |X|(XT )−1, (25.42)

∂|AXB|/∂X = |AXB||X|(XT )−1, |A| ̸= 0, |X| ̸= 0, |B| ̸= 0, (25.43)

∂ log |X|/∂X = (XT )−1, |X| > 0, (25.44)

∂ log |XTAX|/∂X = (A+AT )X(XTAX)−1, |XTAX| > 0, (25.45)

∂ log |XTX|/∂X = 2X(XTX)−1, |XTX| > 0. (25.46)

25.2.5. 逆矩阵的偏导

定义25.13. 假设A ∈ Rm×n的每个元素都是一个标量c的函数，则A关于c的导数为

∂A

∂c
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂a11/∂c ∂a12/∂c · · · ∂a1n/∂c

∂a21/∂c ∂a22/∂c · · · ∂a2n/∂c
...

...
. . .

...

∂am1/∂c ∂am2/∂c · · · ∂amn/∂c

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

[
∂aij
∂c

]

m×n

. (25.47)
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命题25.9. 假设A ∈ Rn×n是一个非奇异矩阵，其各个元素都是标量c的函数，则有

∂A−1/∂c = −A−1(∂A/∂c)A−1. (25.48)

证明：由于A是非奇异矩阵，则存在逆矩阵A−1，满足AA−1 = I，两边同时取关于c的导数，则有

(∂A/∂c)A−1 +A(∂A−1/∂c) = 0,

整理可得∂A−1/∂c = −A−1(∂A/∂c)A−1。
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第二十六章 优化理论

优化理论与算法是数学的一个重要分支，是一门应用广泛、实用性强的学科，它所研究的问题

是讨论在众多的方案中什么样的方案最优以及怎样找出最优方案。

最优化在航空航天、生命科学、水利科学、地球科学、工程技术等自然科学领域和经济金融等

社会科学领域有着广泛和重要的应用，其研究和发展一直受到广泛关注。最优化研究包含理论、方

法和应用：最优化理论主要研究解的最优性条件、灵敏度分析、解的存在性和一般复杂性等，而最

优化方法研究包括构造新算法、证明解的收敛性、算法的比较和复杂性等，最优化的应用研究则包

括算法的实现、算法的程序、软件包及商业化、在实际问题的应用。

现代优化理论中最重要的未解难题是发现通用的全局最优化条件。如果没有全局最优化条件，

我们无从知道何时找到最优解，现有解是否最优，从而无法有效地组织优化过程或及时中断搜索。

任何全局最优化条件都具有理论意义和实用价值。

)!*+",$%"&'#(

26.1 线性规划

线性规划（Linear Programming）是优化理论的重要组成部分，在各个领域都有广泛应

用，比如在生产领域，通过合理分配有限的资源，以最小的成本获得最高的利润。一般认

为，线性规划肇始于斯坦福大学教授George Dantzig，实际上早在1826年左右，法国大数学

家Jean Fourier已开始钻研求解线性不等式组，并ᨀ出Fourier-Motzkin消元法。1939年，荷兰数

学家Tjalling Koopmans与苏联数学家Leonid Kantorovich联合发展出一种新的数学理论，称之

为Linear Programming，两人由于在资源最优配置理论方面的贡献荣膺诺贝尔经济学奖（1975年）。

同一年，George Stigler[299]在研究美军士兵食品的最佳营养搭配时，ᨀ出一种启发式算法求解线

性规划问题，并荣获1982年诺贝尔经济学奖。1947年，George Dantzig受到Stigler的启发，ᨀ出了

单纯形法（Simplex Method）[300]，线性规划真正步入公众的视野。1979年，苏联数学家Leonid

Khachiyan证明了线性规划问题可以在多项式时间内求解，并ᨀ出了基于收缩球体的非线性几何

理论的椭球法（Ellipsoid Algorithm）[301]，一时轰动全球，并掀起了新一轮线性规划的研究高
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潮。遗憾的是广泛的数值试验表明，椭球算法的计算性能远逊于单纯形法。在1984年，印度裔科学

家Narendra Karmarkar引入非线性规划中的牛顿投影发明了另外一种多项式时间的求解方法，被

称作Karmarkar方法[302]。Karmarkar 方法无论是理论还是数值计算上都优于椭球法，并极大地

激发了人们的研究热情，自从Karmarkar方法诞生，关于内点法的研究成果不断推陈出新，至今已

经有2000多份研究结果、上百个改进算法面世。实际上，无论是Ellipsoid 算法还是Karmarkar方

法都属于内点法（Interior Point Method），与单纯形法截然不同。

单纯刑法与内点法孰优孰劣，目前仍然难以分晓。单纯形法沿着边界由一个顶点移动到相邻的

顶点，内点法却是穿过可行域内部逼近最优解。由于每一个顶点的相邻顶点数目有限，因此前一步

移动时的计算量不大。反观一个内点却有无穷多的相邻内点，所以内点法需要更加周详地考虑每

一步移动的方向与步长。综合而言，对于中小型问题，由于可行域顶点不多，单纯形法的表现大

体上优于内点法。对于大型或超大型问题而言，内点法的优势比较明显。线性规划理论日趋成熟，

已经成为现代科学的一个重要工具。1961年Charnes和Cooper[303]继Dantzig之后又ᨀ出目标规划

（Goal Programming）的概念，推动优化理论研究进一步发展。

26.1.1. 基本概念

线性规划是一类特殊的规划问题，目标函数和约束条件都是线性的，约束为等式或者不等式。

满足不等式线性约束的点集称为半平面（half-plane），规划的约束集合是所有半平面的交集。简单

的线性规划问题可以使用作图法求解。通常，最值点可以在约束集的边（entire edge）或者角点

（corner point）取得。

给定一个m维列向量b = (b1, b2, . . . , bm)T，n维列向量c = (c1, c2, . . . , cn)T，一个m × n的矩

阵A。标准的最大化问题即寻找一个n维向量x = (x1, x2, . . . , xn)T 以使目标函数cTx最大，约束条

件可以表示为Ax ≤ b，x ≥ 0。这个问题可以表示成如下形式的规划问题：

max z = cTx

s.t. Ax ≤ b

x ≥ 0

(26.1)

类似地，可以定义标准的最小化问题：

min z = yT b

s.t. yTA ≥ cT

y ≥ 0

(26.2)

在标准的最大化问题(26.1)中的x和标准的最小化问题(26.2)中的y，如果分别满足两个问题的约

束，则称其为可行解（feasible），由所有可行解构成的集合称为约束集（constrain set）。如果一个

规划问题的约束集非空，则称该问题是可行的；否则，则不可行（infeasible）。

对于可行的最值问题，如果目标函数可以在约束集上取得任意大（小）的值，则称其为无界的

（unbounded），否则就是有界的（bounded）。因此，对于任意一个线性规划问题，存在三种可能
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情形：有界可行，无界可行，不可行（约束集为空）。使得目标函数取得最值的可行解又称为最优

解（optimal）。

26.1.2. 标准型

所有的线性规划问题都可以通过一定的变换，转化为标准形式。常见的有如下几种情形：

（1） 目标函数最小化和最大化相互转化；

（2） 消去等式约束，将可以显式表达的变量代入到目标函数和其他约束条件，可以消去至少一个

变量和一个约束；

（3） 变量没有非负约束，可以使用两个非负约束的差替换。

26.1.3. 对偶问题

任意线性规划问题都存在一个对偶问题（Dual Problem）与之对应。对偶问题可以做如下定

义，假设原始线性规划问题是形如(26.1)的最大化问题，那么其对偶问题为形如(26.2)的最小化问

题，标准最大化问题都有一个标准最小化的对偶问题与之对应，二者互为对偶问题。

根据标准最大化问题(26.1)，我们可以改造乘法形式的CCR模型(28.3)如下：

max (0, . . . , 0, yk1, . . . , ykm)︸ ︷︷ ︸
c

(ν, µ)T

s.t.

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x11 −x12 · · · −x1s y11 y12 · · · y1m

−x21 −x22 · · · −x2s y21 y22 · · · y2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

−xn1 −xn2 · · · −xns yn1 yn2 · · · ynm

xk1 xk2 · · · xks 0 0 · · · 0

−xk1 −xk2 · · · −xks 0 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
A

(ν, µ)T ≤

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...

0

1

−1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
b

(ν, µ) ≥ 0

(26.3)

根据标准最大化模型的对偶形(26.2)，可得下式成立：

min (λ1, . . . ,λn, θ1, θ2)b

s.t. (λ1, . . . ,λn, θ1, θ2)A ≥ c

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, θ1 ≥ 0, θ2 ≥ 0

(26.4)
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将其展开，化简可得：

min (θ1 − θ2)

s.t. (θ1 − θ2)xk −
n∑

i=1
λixi ≥ 0

−yk +
n∑

i=1
λiyi ≥ 0

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, θ2 ≥ 0, θ2 ≥ 0

(26.5)

可重新写作下面形式的模型：

min θ

s.t. θxk −
n∑

i=1
λixi ≥ 0

−yk +
n∑

i=1
λiyi ≥ 0

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(26.6)

标准最值问题与其对偶问题的关系可由以下几个定理及推论予以说明。

定理26.1. 如果x是标准最大化问题(26.1)的可行解，y是其对偶问题(26.2)的可行解，则cTx ≤ yT b

（cT ≤ yTA，Ax ≤ b，则cTx ≤ yT，Ax ≤ yT b）。

定理26.2. 如果标准最值问题与其对偶问题都是可行的，那么一定都是有界可行的。

证明： 假设y是最小化问题(26.2)的某个可行解，x是其对偶问题的任意一个可行解，那么根据定

理26.1可知，对于其对偶问题，yT b 都是cTx的上界，说明cTx是有界的；反之，可以证明假设x是

其对偶问题的某个可行解，y 是最小化问题的任意可行解，那么对于最小化问题，cTx 都是yT b的

下界，说明yT b也是有界的。

定理26.3. 如果问题(26.1)和(26.2)分别存在可行解x∗、y∗，满足cTx∗ = y∗T b，则称x∗、y∗分别为问

题(26.1)和(26.2)的最优解。

定理26.4 (对偶定理). 如果一个标准线性规划问题是有界可行的，则其对偶问题也是有界可行的，

二者的最优目标函数值是相同的，并且两个问题都存在最优解。

定理26.5 (均衡定理). 假设x∗、y∗分别是问题(26.1)、 (26.2)的可行解，则x∗、y∗是最优解的充要条

件为：

1. 对于任意i，若满足
n∑

j=1
aijx∗

j < bi，都有yi = 0；

2. 对于任意j，若满足
m∑
i=1

y∗i aij > cj，都有xj = 0。
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有时，这两个条件称作互互互补补补松松松弛弛弛条条条件件件（（（Complementary Slackness Condition）））。

证明：充分性：已知对于i，只有当
n∑

j=1
aijx∗

j = bi，才有yi ̸= 0，那么

m∑

i=1

y∗i bi =
m∑

i=1

y∗i

n∑

j=1

aijx
∗
j =

m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
jy

∗
i (26.7)

同理，对于j，只有当
m∑
i=1

y∗i aij = cj，才有xj ̸= 0，那么

n∑

j=1

x∗
jcj =

n∑

j=1

x∗
j

m∑

i=1

aijy
∗
i =

m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
jy

∗
i (26.8)

也就是说
m∑

i=1

y∗i bi =
n∑

j=1

x∗
jcj (26.9)

根据定理26.3，x∗、y∗分别为问题(26.1)和(26.2)的最优解。

必要性：若x∗、y∗分别为问题(26.1)和(26.2)的最优解，则根据定理26.1，

n∑

j=1

x∗
jcj ≤

m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
jy

∗
i ≤

m∑

i=1

y∗i bi

由于
n∑

j=1
x∗
jcj与

m∑
i=1

y∗i bi都是有界的，根据定理26.4，上式左侧等于右侧，从而三项相等，对于前两

项有
n∑

j=1

(cj −
m∑

i=1

y∗i aij)x
∗
j = 0

由于x∗
j ≥ 0，cj ≤

m∑
i=1

y∗i aij，从而当cj <
m∑
i=1

y∗i aij 时，xj = 0；当
n∑

j=1
aijx∗

j < bi 时，yi = 0。

26.1.4. 基

考虑线性规划问题

max z =
n∑

i=1
cixi

s.t.
n∑

k=1
aikxk = bi, i = 1, . . . ,m

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(26.10)

假设A ∈ Rm×n是约束条件的系数矩阵，秩为m。假设A经过初等变换，分解为两个部分

A = (B | N)

其中，B ∈ Rm×m是A的一个非奇异子阵，称为线性规划的一个“基”（Basis），列向量线性无关。
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不失一般性，设矩阵A的前m列就是一个“基”：

B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amm

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= (P1, P2, · · · , Pm) (26.11)

矩阵的列Pi, i = 1, . . . ,m称作是基向量，则剩余列构成非基向量N = (Pm+1, . . . , Pn)。基向量对应

的变量xi, i = 1, . . . ,m称为基变量，否则，称为非基变量。

假设规划问题(26.10)的前m列是线性无关的，构成基向量，则约束条件可以写作：

m∑

i=1

Pixi = b−
n∑

i=m+1

Pixi (26.12)

矩阵形式为BXB = b − NXN，当XN = 0时，解X = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)称为基解，其中非零元

数目不大于方程个数。如果解X ≥ 0，称它是基可行解。基可行解空间的基，称为可行基。

26.1.5. 拉格朗日乘子与影子价格

在进行Ḁ项生产活动的过程中，如果投入的生产要素为x1, . . . , xn，产出为u = f(x1, . . . , xn)，

则在资源总量为a，且满足限制ϕ(x1, . . . , xn) = a时，要求最大的产出，可以运用条件极值的方法，

通过构造拉格朗日函数

F (x1, . . . , xn;λ) = f(x1, . . . , xn) + λ[a− ϕ(x1, . . . , xn)] (26.13)

来求解，这里资源总量a是一个常数。

现在考虑：如果资源总量a是一个变量，那么a的变化将会对产出u = f(x1, . . . , xn)产生什么样

的影响呢？

为讨论简单起见，不妨设产出为二元函数u = f(x, y)，其中x, y为两种生产要素，约束条件

为ϕ(x, y) = a，则构造拉格朗日函数：

F (x, y;λ) = f(x, y) + λ[a− ϕ(x, y)] (26.14)

产出最大化的必要条件为：

F ′
x = f ′

x − λϕ′
x = 0

F ′
y = f ′

y − λϕ′
y = 0

ϕ(x, y) = a

(26.15)

假设该问题存在最优解是x0 = x(a), y0 = y(a),λ0 = λ(a)，它们都是a的函数，且满足：

f ′
x(x0, y0) = λ0ϕ′

x(x0, y0)

f ′
y(x0, y0) = λ0ϕ′

y(x0, y0)

ϕ(x0, y0) = a

(26.16)
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则最优产出u0 = f(x0, y0)也是a的函数，为了考察a的变化对u0的影响，只需要求u0相对于a的边际

函数：
du0

da = f ′
x(x0, y0)

dx0

da + f ′
x2
(x0, y0)

dy0

da

= λ0ϕ′
x(x0, y0)

dx0

da + λ0ϕ′
x(x0, y0)

dy0

da

= λ0[ϕ′
x(x0, y0)

dx0

da + ϕ′
y(x0, y0)

dy0

da ]

(26.17)

由于ϕ(x, y) = a，则有：

ϕ′
x(x0, y0)

dx0

da
+ ϕ′

y(x0, y0)
dy0
da

= 1 (26.18)

即
du0

da
= λ0 (26.19)

这个结果表明，产出最大化时的拉格朗日乘子λ0，正是资源总量a对最优目标函数值u0的边

际贡献。如果资源总量a再增加一个单位，产出将随之增加λ0个单位。换句话说，此时的资源投

入如果再增加一个单位，将能够带来λ0个单位的追加效益。不难看出，拉格朗日乘子（Lagrange

Multipliers）是有着非常明确的经济意义的。在经济学上，我们把λ0称为产出最大化时资源的影子

价格（Shadow Price）。

影子价格又称会计价格、最优计划价格。假设Ḁ种资源的市场价格为p，如果我们将一个单位

的这种资源投入到Ḁ项生产活动中可以产生p单位的效益，则数量p 就反映了这种资源在该项生产

活动中的“价值”。在经济学上，我们就把数量p称为这种资源在该项生产活动中的影子价格。显

然，影子价格不同于市场价格，且对于同一种资源来说，在不同的企业、不同的时期，其影子价格

也是不同的。从影子价格的经济学意义可以看出，影子价格实际上是资源投入Ḁ项生产活动的潜在

边际效益，它反映了产品的供求状况和资源的稀缺程度。而且资源的数量、产品的价格都影响着影

子价格的大小。一般说来，资源越丰富，其影子价格就越低，反之亦然。正因为如此，企业的管理

者在进行科学决策的时候，影子价格是必须要参考的重要依据之一。➊

注解26.1. 在Lingo结果报告中，有关于资源对对对偶偶偶价价价格格格（（（Dual Price）））的列，实际上正是上文所述

的影影影子子子价价价格格格。对于最大值问题，影子价格表示增加单位的资源总量（或右手边（Right Hand Side，

RHS））引起目标函数的增加量；对于最小值问题，影子价格表示减少单位的资源总量引起目标函

数下降的量。如果在最优生产计划下，某种资源的使用小于相应的资源总量限制（资源有剩余），

则该资源的影子价格必然为零。Lingo报告中，还有一列产品差差差额额额成成成本本本（（（Reduced Cost））），有时又称

作是机机机会会会成成成本本本（（（Opportunity Cost））），实际上产品的“差额成本”等于生产该产品的“机会成本”

同销售产品的“市场价格”之差，对于标准最大化问题，其对偶问题的负的松弛变量即表示差额成

本。

在利润最大化的生产计划问题中（见图26.1），生产一个单位的第2种产品消耗的资源

为a12, . . . , am2，各种资源的影子价格由对偶问题26.2 所反映，即y1, y2, . . . , ym，则生产第2种产品

➊ http://blog.sciencenet.cn/blog-383627-307859.html
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图 26.1: 原始问题：利润最大化的生产计划问题 图 26.2: 对偶问题：成本最小化的资源定价问题

的机会成本（或隐含成本）可以计算：

a12y1 + . . .+ am2ym (26.20)

如图26.2所示，根据市场定价，一个单位第2种产品的价格是c2，则生产一个单位Ḁ产品的隐含成

本1单位该产品的价格之间的差即是差额成本：

ym+2 = a12y1 + . . .+ am2ym − c2 = −σ2 (26.21)

只有当单位产品的市场价格大于隐含成本时，有利可图，（单纯形法中的）检验数（σ2）为正，

始安排生产（进基）；否则不安排。如果价格等隐含成本，检验数为0，表明通过生产本产品增加总

利润的可能性已不存在（Ḁ变量出基后不再进基）。

26.2 单纯形法

1947年，美国数学家George Dantzig[300]ᨀ出一种解线性规划的迭代算法– 单纯形法

（Simplex Method），它被评为20世纪十大算法之一。➊

单纯形法在初始表上重复进行初等行变换（Elementary Row Operation，ERO）、高斯消元，

由于线性规划方程数目小于变量个数时出现不定解，单纯形法从线性方程组中寻找单纯形，➋ 从每

一个单纯形中确定一组解，根据单纯形对应的解对目标函数的改变方向，选择下一个单纯形，逐步

趋于最值点。

➊ 20世纪十大算法包括：Metropolis Algorithm for Monte Carlo[304], Simplex Method for Linear Programming[305], Krylov Sub-

space Iteration Methods[306], The Decompositional Approach to Matrix Computations[307], The Fortran Optimizing Compiler[308],

QR Algorithm for Computing Eigenvalues[309], Quicksort Algorithm for Sorting[310], Fast Fourier Transform[311], Integer Relation

Detection[312], Fast Multipole Method[313].
➋ 一个d维空间Rd中的单纯形S定义为由d+1个顶点x1, . . . , xd ∈ Rd所构成的凸包（Convex Hull）。单纯形就是一种简单的几何形状，

通过将d维空间中的d + 1个顶点相连形成。比如，一维单纯形是一个边，二维单纯形是一个三角形，三维单纯形就是一个四面体。
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首先考虑如下包含n个变量，m个约束的标准形式的线性规划问题：

max z = cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

(26.22)

其中，A ∈ Rm×n，一般地，m ≤ n。对于约束条件中包含不等式的情况，可以通过添加松弛变量

（Slacks）或剩余变量（Surplus）将其转化为等式形式。

为方便计算，向模型中添加m个“人工变量（Artificial Variables）”：

xn+i = bi −
n∑

j=1

aijxj

则人工变量非负。我们将x1, . . . , xn称作非基变量，它们构成的集合记做N，xn+1, . . . , xn+m称作基

变量，它们构成的集合记做B。由人工变量的构造可知，非基变量可由基变量线性表出。

在此基础上，可以构建如下形式的规划问题：

max z =
∑
i∈N

cixi

s.t. xi = bi −
∑n

j=1 aijxj , i ∈ B

x ≥ 0

(26.23)

使用单纯形法求解线性规划问题的基本步骤：

（1） 确定初始基可行解；

（2） 做最优性检验，通过，即是最优解，否则，转入下一步；

（3） 转换可行解，得到相邻的基可行解，转入上一步。

在单纯形法中，原问题的最优解满足：

（1） 是基本解

（2） 可行（XB = B−1b ≥ 0）

（3） 检验数C − CBB−1A ≤ 0, Y A ≤ C，即对偶解可行

根据线性规划的基本性质可知，当线性规划方程的数目小于变量个数时，规划问题存在不定

解。使用单纯形法解线性规划时，如果线性规划变量个数小于约束条件的个数，则将其转换为对偶

问题再求解。

单纯形法易于程序实现，而且容易使用，但是它只适用于可以转化为标准型的规划问题，此外

算法迭代次数将随着约束和变量数目的增加而迅速上升。一般地，单纯形法需要2n − 3n步迭代，

其中n表示原问题中变量的个数。Karmarkar方法通常仅仅需要迭代次数在10 − 100次即可求解模

型，显然在求解大规模问题时更具优势。
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26.3 内点法

内点法（Interior Point Method），又称牛顿障碍法（Newton Barrier Method），由John von

Neumannᨀ出，后经由Narendra Karmarkar发展成为解线性规划的一个重要方法。

例26.1. 考虑如下线性规划问题：

max x1 + x2

s.t. 2px1 + x2 ≤ p2 + 1, p = {0, 0.1, 0.2, . . . , 0.9, 1}
(26.24)

使用内点法求解它的过程可见图26.3：图中，蓝色的线表示约束条件，红色线是内点法求解路径。

图 26.3: 内点法求解示例

26.4 非线性规划

在实际应用问题中，无论是问题规模还是变量个数都是庞大的，非线性程度越来越高，难以使

用简单的线性模型予以刻画。通常，可以使用目标函数或约束条件至少有一个是非线性函数的数学

规划表示，即非线性规划（Nonlinear Programming, NLP），一般可以表示成下面形式：

min f(x)

s.t. gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , l

(26.25)

一般认为，非线性规划诞生的重要标志是1951年Harold W. Kuhn与Albert W. Tucker发表的最

优化条件（KT条件）[314, 315]。此后的50年代主要是对梯度法和牛顿法的研究。在50年代还发展
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了可分离规划和二次规划的多种解法，它们大都是以单纯形法为基础。50年代末到60年代末出现了

许多解非线性规划问题的有效的算法，70年代又得到进一步的发展。非线性规划在工程、管理、经

济、科研、军事等方面都有广泛的应用，为最优设计ᨀ供了有力的工具。20世纪80年代以来，计算

机的飞速发展使非线性规划的研究如虎添翼，陆续诞生了信赖域法、稀疏拟牛顿法、内点法和有限

存储法，在大规模非线性问题求解与并行计算方面也取得长足的发展。

非线性规划数值算法大致可分为直接搜索算法和间接搜索算法。直接搜索算法仅仅利

用目标函数值信息直接建立搜索求解的方法，无须借助目标函数的梯度信息，因此又称作

无梯度（Non-gradient）算法或零阶（Zeroth Order）算法。直接搜索算法包括随机搜索方

法（Random Search）、网格搜索方法（Grid Search）、坐标轮换法（Univariate Search）[316]、

旋转坐标法（Rotating Coordinates）[317]、模式方向法（Pattern Direction）[318]、Powell方

法[319]和Nelder-Mead法[320]。间接搜索算法需要利用一阶导数或黑塞矩阵（Hessian Matrix）信

息，故又称为基于梯度的方法，典型的包括最速下降法、共轭梯度法（Fletcher-Reeves）、牛顿法、

Marquardt方法、拟牛顿法、序列二次规划方法（Sequential Quadratic Programming, SQP）、增

广拉格朗日方法（Augmented Lagrangian Method）和非线性内点法。非线性规划目前还没有适

用于各种问题的一般算法，各个方法都有自己特定的适用范围。

26.4.1. 基本概念

由线性规划的性质我们知道，如果线性规划的最优解存在，其最优解只能在其可行域的边界上

（特别是可行域的顶点上）达到。非线性规划的最优解（如果存在）则可能在其可行域的任意一点

达到。

定义26.1 (极小值点). 给定集合S上的点x̂，如果存在ε ≥ 0，对于任意的x ∈S，当∥x − x̂∥ ≤ ε时，

都有f(x) ≥ f(x̂)，则称x̂是函数f在S上的局局局部部部极极极小小小值值值点点点。如果对任意的x ∈ S，都有f(x) ≥ f(x̂)，

则x̂是函数f在S上的全全全局局局极极极小小小值值值点点点。

定义26.2 (驻点、临界点、拐点、鞍点). 如果函数f在某点x̂处不可微或f ′(x̂) = 0，则称x̂是临临临界界界点点点

（Critical Point），对应函数值称作是临界值。如果函数是一阶可导的，且f ′(x̂) = 0，则称点x̂是驻驻驻

点点点（Stationary Point）。如果函数在x̂处由凹变凸或由凸变凹，则称x̂是函数的一个拐拐拐点点点 （Inflection

Point），同时如果f(x̂) = 0，则称x̂是鞍鞍鞍点点点（Saddle Point）。

定理26.6 (费马定理). 给定函数f : (a, b) -→ R，如果x̂ ∈ (a, b)是f的一个局部极值点，若f在x̂处是可

微的，则f ′(x̂) = 0。

定义26.3 (有效约束和无效约束). 假设x是非线性规划的一个可行解，它自然满足所有的约束。考

虑某不等式约束条件gi(x) ≥ 0。当gi(x) = 0时，点x处于此约束条件形成的可行域边界上，约束条

件对点x的微小摄动构成限制，则称此约束条件是点x的有有有效效效约约约束束束（active）；反之，当gi(x) > 0时，
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约束条件对点x的微小摄动（small variation）不会构成限制，则称此约束条件是点x的无无无效效效约约约束束束

（inactive）。所有的等式约束条件都是点x的有效约束。

定义26.4 (可行方向). 假设x0是非线性规划的一个可行解，若存在δ > 0，对任意的λ ∈ (0, δ)，

x0 + λd仍处于可行域上，则称d是x0的一个可可可行行行方方方向向向。

将gi(x)在点x0处作一阶泰勒展开，由

gi(x0 + λd) = gi(x0) + λdT∇gi(x0) +O(λ)

可知满足dT∇gi(x0) ≥ 0, i = 1, . . . ,m的方向d是点x0的一个可行方向。

定义26.5 (下降方向). 假设x0是非线性规划的一个可行解，若存在δ > 0，对任意的λ ∈ (0, δ)都

有f(x0 + λd) < f(x0)，则称d是x0的一个下下下降降降方方方向向向。

将f(x)在点x0处作一阶泰勒展开，由

f(x0 + λd) = f(x0) + λdT∇f(x0) +O(λ)

可知满足dT∇f(x0) < 0的方向d是点x0的一个下降方向。

定义26.6 (正则点). 给定某可行解x，如果所有有效的不等式约束函数与等式约束函数在x处的梯度

线性无关，则称点x是正正正则则则点点点（Regular Point）。

根据定义可知，从Ḁ点出发，沿任意可行方向（距离很小）都不能使目标函数值减少，则该点

即局部极小值点。

定理26.7 (最优化的必要性条件). 假设x̂是目标函数f : Rn -→ R的无约束最小值点，f是含x̂的开

集S上的一阶连续可微函数，则满足一一一阶阶阶必必必要要要性性性条条条件件件，即∇f(x̂) = 0。如果f又是二阶连续可微的，

则满足二二二阶阶阶必必必要要要性性性条条条件件件，即∇2f(x̂)半正定。

26.5 拉格朗日乘子法

拉格朗日乘子法（Lagrange Multiplier Method）主要用于解决等式约束的优化问题

min f(x)

s.t. hi(x) = 0, i = 1, . . . ,m
(26.26)

其中，x ∈ Rn，目标函数f : Rn -→ R是一阶连续可微函数。

我们知道，可行域上目标函数f的极小值点应当是一个驻点➊，对于可行域上驻点存在一个有

用的性质：

➊ Stationary Point:函数在该点处的梯度为零
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定理26.8. 点x是可行域上驻点的充要条件是：沿任意可行方向移动点x，目标函数值都不会发生改

变。

给定点x，设V是保持目标函数值不变的方向集，则从x出发不改变目标函数值的任意移动方向

皆垂直于目标函数在该点处的梯度。对任意的v ∈ V ⊂ Rn，都有等式

vT∇f(x) = 0 (26.27)

成立。

规划问题中的约束条件限制了点x可以移动的方向：同时满足所有的等式约束，不会改变函

数gi的值。设V ′是x的可行方向集合，那么从x出发不“违背”约束条件的任何移动方向都垂直于约

束函数的梯度。对任意的v ∈ V ′ ⊂ Rn，都有等式

vT∇hi(x) = 0, i = 1, . . . ,m (26.28)

成立。我们由此得出结论：

定理26.9. 点x是可行域上驻点的充要条件是：沿任意方向移动点x，如果它改变了目标函数的值，

则它至少会违背一个约束条件。

假设存在Ḁ个从x出发的移动方向，如果它是可行方向，即满足所有的约束条件，而且在移动

后，目标函数值发生改变，无论是变大还是变小，皆表明x并非可行域上的驻点，矛盾产生。换句

话说，目标函数在可行域上驻点x处的梯度垂直于由V ′生成的子集，而后者又与约束函数在x处的

梯度垂直。

定理26.10 (拉格朗日乘子定理). 假设x∗是目标函数f的局部极小值点，若约束函数的梯度向

量组h1(x∗), . . . , hm(x∗)线线线性性性无无无关关关（x∗是一个正则点），则存在唯一的拉格朗日乘子向量Λ∗ =

(λ∗
1, . . . ,λ

∗
m)使得等式

∇f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗
i∇hi(x

∗) = 0 (26.29)

成立。

如果f与hi, i = 1, . . . ,m都是二阶连续可微的，则对任意v ∈ V (x∗)

vT (∇2f(x∗) +
m∑

i=1

λ∗
i∇2hi(x

∗))v ≥ 0 (26.30)

其中，V (x∗) =
{
v | vT∇hi(x∗) = 0, i = 1, . . . ,m

}
。

证明：我们下面利用罚函数法（Penalty Approach）给出证明 [321]。对于含有等式约束的非线性

规划问题，我们通过对违反约束条件的点施加惩罚，将有约束最优化问题转化为无约束最优化问

题。为了方便表示，令h = (h1, h2, . . . , hm)T。
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对于k = 1, 2, . . .，定义函数：

Fk(x) = f(x) +
k

2
∥h(x)∥2 + α

2
∥x− x∗∥2 (26.31)

其中，x∗表示约束问题的局部极小值点，α > 0。第二项是对违反约束条件的点h(x) = 0施加的惩

罚项，第三项则确保x∗是

min f(x) + α
2 ∥x− x∗∥2

s.t. h(x) = 0

严格局部极小值点。

由于x∗是一个局部极小值点，我们可以选择半径ε > 0，使得封闭球

S = {x | ∥x− x∗∥ ≤ ε} (26.32)

内所有可行解x，都有f(x∗) ≤ f(x)。

对于约束优化问题

min Fk(x)

s.t. x ∈ S
(26.33)

假设其最优解是xk，对于所有的k，则有

Fk(x
k) = f(xk) +

k

2
∥h(xk)∥2 + α

2
∥xk − x∗∥2 ≤ Fk(x

∗) = f(x∗) (26.34)

由f(xk)在S上有界，可知 lim
k→∞

h(xk) = 0（否则，左端无界，矛盾）。对于每个极限值x̄ = lim
k→∞

xk，

都有h(x̄) = 0，从而对不等式 26.34两边同时取极限可得：

f(x̄) +
α

2
∥x̄− x∗∥2 ≤ f(x∗) (26.35)

由于x̄ ∈ S上的可行解，所以f(x∗) ≤ f(x̄)，那么x̄ = x∗，表明当k充分大时，xk是Fk(x)的无约束

局部极小值点。

下面我们利用无约束优化的相关性质证明拉格朗日乘子定理：根据一阶必要条件，当k充分大

时，有

0 = ∇Fk(x
k) = ∇f(xk) + k∇h(xk)h(xk) + α(xk − x∗) (26.36)

成立。

由于∇h(x∗)的秩为m，当k充分大时∇h(xk)有相同的结论，所以∇h(xk)T∇h(xk) 可逆，那么

对于上式，整理可得：

kh(xk) = −(∇h(xk)T∇h(xk))−1∇h(xk)T
[
∇f(xk) + α(xk − x∗)

]
(26.37)

两边同时取极限可知

lim
k→∞

kh(xk) = Λ∗ = −(∇h(x∗)T∇h(x∗))−1∇h(x∗)T∇f(x∗) (26.38)
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根据等式 (26.36)可得

∇f(x∗) + Λ∗∇h(x∗) = 0 (26.39)

由此证明了一阶优化条件。

对于Fk(x)，根据其二阶优化条件可知，当k充分大时，对任意的α > 0，矩阵

∇2Fk(x
k) = ∇2f(xk) + k∇h(xk)(∇h(xk))T + k

m∑

i=1

hi(x
k)∇2hi(x

k) + αI (26.40)

是半正定的。给定v ∈ V (x∗)，则vT∇h(x∗) = 0，取vk表示v在(∇h(xk))T零子空间上的投影，则

vk = v −∇h(xk)
[
(∇h(xk))T∇h(xk)

]−1
vT∇h(xk) (26.41)

已知(vk)T∇h(xk) = 0，∇2Fk(xk)半正定，可得

0 ≤ (vk)T∇2Fk(x
k)vk = (vk)T

[
∇2f(xk) + k

m∑

i=1

hi(x
k)∇2hi(x

k)
]
vk + α∥vk∥2 (26.42)

由于xk → x∗，khi(xk)→ λ∗
i，并且vT∇h(x∗) = 0，则vk → v，对任意的v ∈ V (x∗)，都有

0 ≤ vT
[
∇2f(x∗) +

m∑

i=1

λ∗
i∇2hi(x

∗)
]
v + α∥v∥2 (26.43)

参数α可以取任意小的正数，则对任意的v ∈ V (x∗)有

0 ≤ vT
[
∇2f(x∗) +

m∑

i=1

λ∗
i∇2hi(x

∗)
]
v (26.44)

证毕。

根据一阶必要条件和等式约束条件，由m+ n个方程构建的包含m+ n 个未知数的方程组，并

确定出唯一解。对于一阶必要条件，要求约束函数的梯度向量组线性无关，如果是线性相关的，那

么会产生什么影响呢？我们下面给出一个例子说明这个问题：

min f(x) = x1 + x2

s.t. h1(x) = (x1 − 1)2 + x2
2 − 1 = 0

h2(x) = (x1 − 1)2 + x2
2 − 4 = 0

(26.45)

它只包含一个可行点(0, 0)，并且是极小值点，两个约束函数的梯度是线性相关的，因此对于任意

的λ1,λ2，等式

∇f(x∗) + λ1∇h1(x
∗) + λ2∇h2(x

∗) = 0

始终不成立。

定理26.11 (充分条件). 假设f和g是二阶连续可微函数，定义拉格朗日函数

L(x,Λ) = f(x) + ΛTh(x) (26.46)
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设x∗ ∈ Rn，Λ∗ ∈ Rm满足

∇xL(x∗,Λ∗) = 0

∇ΛL(x∗,Λ∗) = 0
(26.47)

并且对任意的v ̸= 0，当vT∇h(x∗) = 0时，

vT∇2
xxL(x

∗,Λ∗)v > 0 (26.48)

则x∗是非线性等式约束优化问题的严格局部最小值点。

充分条件可以使用罚函数法或者可行方向法予以证明 [321]。

26.5.1. 对偶问题与KKT条件

KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件，又称KT（Kuhn-Tucker）条件，是非线性规划的一个重

要结论。早在1939 年，William Karush[314] 在其博士论文中就得到这一结论，然而直到Harold

W. Kuhn与Albert W. Tucker在1951年首次公开发表[315]，人们才意识到这一工作的重要性。

KKT条件是对拉格朗日乘子法（Lagrange Multipliers Method）的推广，对于包含不等式约

束条件的非线性规划问题：

min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , l

(26.49)

其中，x ∈ Rn，f : Rn -→ R是目标函数，gi : Rn -→ R, (i = 1, . . . ,m)是不等式约束函数，

hj : Rn -→ R, (j = 1, . . . , l)是等式约束函数，都是一阶连续可微函数。

构造拉格朗日函数

L(x,α,β) = f(x) +
m∑

i=1

αigi(x) +
l∑

j=1

βjhj(x) (26.50)

其中，α ≥ 0,β为拉格朗日乘子向量。

记Θp(x) = max
α≥0,β

L(x,α,β)，由于

max
α≥0,β

L(x,α,β) = f(x) + max
α≥0,β

[ m∑

i=1

αigi(x) +
l∑

j=1

βjhj(x)

]
(26.51)

• 当x是可行解时，满足所有约束条件，则hj(x) = 0, j = 1, . . . , l，函数Θp(x)可简化为

Θp(x) = f(x) + max
α≥0,β

m∑

i=1

αigi(x)

由于gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,α ≥ 0，则
m∑
i=1

αigi(x) ≤ 0，当且仅当α = 0时等式成立，从

而Θp(x) = f(x)。
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• 当x不可行时，违反至少一个约束条件，则通过灵活选择α,β可得Θp(x) =∞。

综上可得

Θp(x) = max
α≥0,β

L(x,α,β) =

⎧
⎨

⎩
f(x) x是可行解

∞ 否则
(26.52)

利用拉格朗日函数可以建立如下无约束最优化问题

p̂ = min
x

Θp(x) = min
x

max
α≥0,β

L(x,α,β) (26.53)

它与原始问题(26.49)等价（解相同），我们称其为原问题。如果记Θd(α,β) = min
x

L(x,α,β)，容易

证明Θd(α,β) ≤ p̂。假设x0是问题(26.53)的任意可行解，即gi(x0) ≤ 0, hj(x0) = 0,α ≥ 0，则有

m∑

i=1

αigi(x0) +
l∑

j=1

βhj(x0) ≤ 0 (26.54)

从而

L(x0,α,β) = f(x0) +
m∑

i=1

αigi(x0) +
l∑

j=1

βhj(x0) ≤ f(x0) (26.55)

也就是说

Θd(α,β) = min
x

L(x,α,β) ≤ L(x0,α,β) ≤ f(x0) (26.56)

由x0的任意性可知，Θd(α,β) ≤ p̂成立。

对于下面形式的问题

d̂ = max
α≥0,β

Θd(α,β) = max
α≥0,β

min
x

L(x,α,β) (26.57)

构成原问题的对偶问题，必然有

d̂ ≤ p̂（弱对偶性，Weak Duality） (26.58)

差值p̂− d̂称为对偶间隙（Duality Gap），当对偶间隙为零时

d̂ = p̂（强对偶性，Strong Duality） (26.59)

当强对偶性成立时，原问题的最优解是x̂，对偶问题的最优解是α̂, β̂，则拉格朗日函数在可行

解(x̂, α̂, β̂)的函数值同原始问题目标函数值f(x̂)相等，即

L(x̂, α̂, β̂) = f(x̂) +
m∑

i=1

α̂igi(x̂) +
l∑

j=1

β̂jhj(x̂) = f(x̂) (26.60)

• x̂是Θp(x)的极值点，由拉格朗日函数与Θp(x)的定义，极值点的必要条件，可得

∇f(x̂) +
m∑

i=1

α̂i∇gi(x̂) +
l∑

j=1

β̂j∇hj(x̂) = 0 (26.61)

我们称之为平稳性（Stationarity）条件。

$%"&'#( 319 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

• x̂是原始问题的可行解，满足hj(x̂) = 0, j = 1, . . . , l，所以

m∑

i=1

α̂igi(x̂) = 0 (26.62)

既然α̂igi(x̂) ≤ 0, ∀i，则有

α̂igi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m (26.63)

我们称之为互补松弛（Complementary Slackness）条件，当α̂i > 0时，必然有gi(x̂) = 0，

表明此不等式约束条件是有效的。

I. 必要条件

如果x̂是极小值点，并且满足一些约束规范条件（Constraint Qualification，Regularity Con-

ditions），则存在拉格朗日乘子向量α̂ ∈ Rm,β ∈ Rl，满足下面几条性质（统称为KKT优化条

件）：

• 主可行性条件（Primal Feasibility Conditions）

gi(x̂) ≤ 0

hj(x̂) = 0
(26.64)

• 对偶可行性条件（Dual Feasibility Condition）

α̂i ≥ 0 (26.65)

• 互补松弛条件

α̂igi(x̂) = 0 (26.66)

• 平稳性条件

∇f(x̂) +
m∑

i=1

α̂i∇gi(x̂) +
l∑

j=1

β̂j∇hj(x̂) = 0 (26.67)

其中，i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l。特别地，当m = 0时，非线性规划仅含等式约束，则KTT条件退

化为拉格朗日条件。

II. 约束规范条件

对于极值点x̂，若满足KKT必要性条件，必需满足一些约束规范条件。常用的约束规范条件有

• 线性无关约束规范条件（Linear Independence Constraint Qualification, LICQ）：有效不等

式约束函数与等式约束函数在x̂处的梯度线性无关（正则点）

• Slater约束规范条件：对于凸优化问题，所有的有效不等式约束在点x̂处是严格不等式
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III. 充分条件

假设目标函数f与不等式约束函数gi(i = 1, . . . ,m)都是凸函数，等式约束函数hj(j = 1, . . . , l)是

仿射函数，x̂是一个可行解，如果存在0 ≤ α̂ ∈ Rm,β ∈ Rl，满足互补松弛与平稳性条件，则x̂是全

局极小值点。

IV. Fritz John必要条件

对于非线性优化问题

min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
(26.68)

根据Farkas引理，设x̂是一个局部极小值点，则存在不全为零的拉格朗日乘子λ̂i, i = 0, 1, . . . ,m，满

足下面几个性质（统称Fritz John必要条件）

λ̂0∇f(x̂) +
m∑
i=1

λ̂i∇gi(x̂) = 0

λ̂i ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m

λ̂igi(x̂) = 0, i = 1, 2, . . . ,m

(26.69)

当原问题比较复杂，而对偶问题具有良好的结构时，利用原问题的强对偶性“通过求解对偶问

题实现对原问题的求解”是一种常用的优化方法，比如当目标函数与不等式约束函数都是凸函数，

等式约束函数是仿射函数，而不等式约束条件是严格的，则相应的优化问题是强对偶的。一般而

言，KKT条件是强对偶性成立的必要条件，特别地，当原问题是凸优化问题时，KKT条件是强对

偶性成立的充分必要条件。

26.6 梯度下降法

梯度下降法（Gradient Descent Method），又称最速下降法（Steepest Descent Method），由

大数学家Cauchy于1847年最先使用。它是最古老的一种解析方法，而其他解析方法大多承其衣钵，

并构成最优化方法的基础。梯度下降法的优点是工作量少，存储变量少，对初始点不敏感。当然，

它也有缺点。比如，对于多峰形式（Multi-Modal）的参数分布，它的收敛速度很慢，容易陷入局

部最优点。

如果我们希望利用迭代算法寻找二阶可微函数f的最小点，假设当前最优点是xk ∈ Rn，在选

择下一个点xk+1 = xk + αh时，遵循的原则或目标是能够最小化函数值f(xk+1)，即

min
h∈Rn

f(xk+1) = f(xk + αh) (26.70)

其中，h表示搜索的方向，一般地∥h∥ = 1，α > 0表示步长或者学习率（Learning Rate）。

根据泰勒展开公式有：

f(xk + αh) = f(xk) + αg(xk)
Th+O(α)
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其中，g(xk) = ∇f(xk)。

不考虑高阶部分，等式(26.70)等价于最小化g(xk)Th。根据内积公式可知，当h = −g(xk) =

−∇f(xk)（负梯度方向）时，f(xk)下降的速度最快（最速下降法由此而来）。

梯度下降法在机器学习中有广泛的应用，比如在监督型学习算法中，根据经验风险最小化

原则训练模型就可能用到梯度下降法。假设预测模型一阶可微f = f(ω, x)，则预测模型在数据

集S = {xi, yi}ni=1上的经验损失

L(ω, S) =
1

n

n∑

i=1

ℓ(yi, f(ω, xi)) (26.71)

其中，ℓ(y, f(ω, x))是预测模型在单个样本上的损失函数，假设它是一阶可微的。

根据梯度下降法有下面的参数更新法则有：

ωt+1 = ωt + α
1

n

n∑

i=1

∇L(yi, f(ω, xi)) (26.72)

由于每次更新模型参数时，都要用到所有的训练样本，梯度下降法也称批量梯度下降法。批量梯度

下降法在更新参数时，用到了数据集中全部的样本，时间复杂度为O(n)。

在大数据处理时，对于Ḁ些类型的损失函数，计算所有样本的平均梯度值是不可行的。为此，

研究人员ᨀ议使用随机抽取的单个样本计算近似的平均梯度值，利用它来更新模型参数，能够在大

幅减少单次迭代计算量的同时，还能取得同批量梯度下降法相似的效果，这种方法被称作随机梯度

下降法，也称增量随机梯度下降法。

假设随机选取的样本是x0，则使用下面的公式更新参数：

ωt+1 = ωt + αt∇L(y0, f(ω, x0)) (26.73)

为保证收敛，通常要求学习率αt序列满足

T∑

t=1

αt =∞,
T∑

t=1

α2
t <∞ (26.74)

一般选择αt = 1/t或αt = α0(1 + λα0)−1。

随机梯度下降法由于单次迭代计算量小，效率很高，远优于经典的优化算法，如牛顿法，特别

适合大数据机器学习[322]。它也存在一些缺陷，比如在迭代过程中产生许多噪声、每次迭代的搜

索方向未必是整体梯度下降的方向等。随机梯度下降法已经被用于训练线性的支持向量机[85]、条

件随机场模型[323]。

1992年，Polyak与Juditsky[324]在随机梯度下降法的基础上，每次更新参数时，增加一个计算

参数平均值的过程

ω̄t+1 =
t

t+ 1
ω̄t +

1

t+ 1
ωt+1 (26.75)

并使用收敛的参数平均值作为最优参数，因此称为平均随机梯度下降法（Averaged Stochastic

Gradient, ASGD）。平均随机梯度下降法的优点是实现简单，无需计算目标函数Hessian 矩阵逆的
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情况下，就可以达到与二阶随机梯度下降法相似的渐进收敛速度，比随机梯度下降法还快。然而，

在实际应用中，平均随机梯度下降法却遭受冷遇[325, 326]，部分原因在于其渐进收敛速度要求训

练集足够大，在中小型训练集上的表现逊色于随机梯度下降法，部分原因是对于参数调优的要求较

高。2010年，Wei Xu[325]设计了一套新的学习率调整规则（Learning Rate Schedule）

αt = α0(1 + γα0)
−c (26.76)

扩大了平均随机梯度下降法的适用范围，使平均随机梯度下降法逐渐被接受和使用，比如Lin等

人[326]设计了一种并行随机梯度下降法，求解线性支持向量分类模型，做大规模图片分类。通常，

α0 选择的数值很小（比如α0 = 0.01）。参数γ、c的选取则需要具体问题具体分析。对于γ，[325]分

析认为最好选择使用目标函数Hessian矩阵的最小特征值；对于c，常见的选择有{1, 3/4, 2/3}。

26.6.1. 共轭梯度下降法

共轭梯度下降法（Conjugate Gradient Descent Method）是一种共轭方向法，我们首先熟悉

一下共轭与共轭方向的含义。

定义26.7 (共轭). 假设A ∈ Rn×n是一个对称正定矩阵，如果存在两个向量x, y ∈ Rn，使得

xTAy = 0, (26.77)

我们称x和y关于矩阵A共共共轭轭轭。如果A是单位矩阵，则xT y = 0，即x, y正交，可知正交是共轭的一个

特例。

定义26.8 (共轭方向). 如果存在一组非零向量{xk}nk=1，对任意两个向量xi, xj都有

xT
i Axj = 0, (26.78)

我们称向量族{xk}nk=1关于矩阵A共轭，每个向量对应一个共共共轭轭轭方方方向向向。

共轭方向在寻找二次型函数f(x) = c+ bTx+ 1
2x

TAx极小值点时，存在一个重要的性质：从任

意初始点出发，依次沿x1, x2, . . . , xn方向做一维最优搜索，至多n步即可收敛到极小值点。共轭方

向法有限步收敛的性质，因此可以称作是二次收敛算法。

理论与实践证明，将二次收敛算法用于非二次型目标函数，亦有很好的效果，但不能保证经过

有限次迭代达到极小点。此时，可以对目标函数在极小点附近进行泰勒展开，略去二次项之后的高

阶项对目标函数做二次逼近。

26.6.2. 坐标下降法

坐标下降法（Coordinate Descent Method）是一种非梯度优化算法，用于寻找一个多元函数

的极值点。坐标下降法在每次迭代过程，基于当前点沿Ḁ个坐标方向进行一维搜索，并在后续优化

过程循环使用不同的坐标方向。
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给定Ḁ多元函数

f : Rn -→ R

搜索空间的坐标基是e1, . . . , en，当前所在的点是xt = (xt
1, . . . , x

t
n)。假设下一次搜索选择的方向

是ei，坐标下降法则固定其他坐标方向上的数值，在方向ei做一维搜索，以优化目标函数：

xt+1
i = argmin

x
F (x) = f(xt

1, . . . , x
t
i−1, x, x

t
i+1, . . . , x

t
n) (26.79)

坐标下降法可以归结为下面的简单流程：

Algorithm 20坐标下降法
Input: 初始点x0，偏差阈值ϵ0 > 0

for k = 1, 2, . . . do

1. 选择坐标方向e1进行一维搜索

xk
1 = argmin

x1

f(x1, x
k−1
2 , . . . , xk−1

n )

2. 将xk
1代入函数，选择坐标方向e2进行一维搜索

xk
2 = argmin

x2

f(xk
1 , x2, x

k−1
3 , . . . , xk−1

n )

3. 将xk
2代入函数，选择坐标方向e2进行一维搜索

xk
3 = argmin

x3

f(xk
1 , x

k
2 , x3, x

k−1
4 , . . . , xk−1

n )

4. 依照上步方式依次做下一个坐标方向上的搜索，直至在所有坐标方向上执行一遍，得到

新的搜索点

xk = (xk
1 , x

k
2 , . . . , x

k
n)

5. 计算偏差ϵ = |f(xk−1)− f(xk)|，如果ϵ < ϵ0，则停止迭代，否则重复上述步骤。

end for

26.6.3. 次梯度法

二十世纪八十年代，Naum Shor[327, 328]研究发明了次梯度法（Subgradient Method），它是

解凸优化问题的一种迭代算法，也适用于目标函数不可微的情形。当目标函数可微时，其搜索方向

同最速下降法相同。从速度上来看，次梯度法比牛顿法略逊一筹，但是由于它内存消耗少，适合处

理大型问题。
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26.7 牛顿法

梯度法在Ḁ些情况下收敛速度会很慢，无法有效地确定最优搜索方向。如果在梯度法所

使用的一阶偏导信息外，我们利用其他更多信息，比如目标函数的二阶偏导，则可以有效改

善梯度法，高效地确定最优搜索方向，此法称作牛顿法（Newton’s Method）或牛顿-拉弗森法

（Newton-Raphson Method）➊。

假设目标函数f(x)在点x = xk有定义并且连续，则我们可以在此处做二阶泰勒展开，从而有

f(x) = f(xk) + (∇f(xk))
T (x− xk) +

1

2
(x− xk)

T (∇2f(xk))(x− xk) +O((x− xk)
2).

为了搜索到目标函数的最小值点，我们使用迭代算法思想，从当前点x = xk出发，搜索下一个

最优点x = xk+1，使得目标函数值不断下降。如果迭代算法先后两次优化结果数值上比较接近，则

可以忽略高阶项O((x− xk)2)，并得到目标函数的近似表达式

f(x) ≈ f(xk) + (∇f(xk))
T (x− xk) +

1

2
(x− xk)

T (∇2f(xk))(x− xk). (26.80)

根据连续函数极值条件可得∇f(x) = ∇f(xk) +∇2f(xk)(x− xk) = 0。如果黑塞矩阵∇2f(xk)可逆，

可以直接推得最优搜索路径：

xk+1 = xk − (∇2f(xk))
−1(∇f(xk+1)−∇f(xk)). (26.81)

如果黑塞矩阵是奇异矩阵，需要对算法进行修正。由于牛顿法利用目标函数的二阶偏导信息修正搜

索方向，收敛速度很快。同时，牛顿法在处理黑塞矩阵，特别是计算黑塞矩阵的逆矩阵时，会产生

大量的计算开销。牛顿法利用二阶泰勒展开式逼近目标函数，如果f(x)对应一个二次函数，可以直

接确定最优解析解。多数情况下，目标函数不属于二次函数，由于泰勒展开存在逼近误差，算法不

可能直接搜索到最优值点。当目标函数属于高次函数时，优化速度会受到很大影响。

假设目标函数f(x)二阶可微，则函数的一阶偏导，又称梯度向量，形式如下：

g(x) = ∇f = (
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn
)T . (26.82)

函数的二阶偏导矩阵，又称黑塞矩阵（Hessian Matrix），形式如下：

H(x) = ∇2f =

⎡

⎢⎢⎢⎣

∂2f/∂x2
1 · · · ∂2f/∂x1∂xn

...
. . .

...

∂2f/∂xn∂x1 · · · ∂2f/∂x2
n

⎤

⎥⎥⎥⎦
= HT (x) (26.83)

黑塞矩阵H(x)亦称为梯度向量g(x)的雅克比矩阵（Jacobian Matrix）。

➊ 牛顿法最初由艾萨克·牛顿发明，后于1690年由约瑟夫·拉弗森再次ᨀ出。

$%"&'#( 325 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

26.8 拟牛顿法

1959年，物理学家William C. Davidon[329]设计ᨀ出拟牛顿法（Quasi-Newton Methods），

也称变尺度法（Variable Metric Method），以解决非线性优化问题。根据牛顿法最优搜索路径：

xk+1 − xk = (∇2f(xk))−1(∇f(xk+1) − ∇f(xk))，黑塞矩阵反映了目标函数的二阶信息，有利于

加快算法的迭代速度，但计算黑塞矩阵逆矩阵的运算却十分复杂。William Davidon[329]设计出

一种新的算法，既能够利用目标函数的二阶信息，还能避免直接进行逆矩阵运算：通过构造新

的矩阵，逼近黑塞矩阵的逆矩阵。矩阵近似逼近的策略是拟牛顿算法的核心思想，并以此衍生

出多种形式的优化算法，如DFP更新方程[330]（DFP Updating Formula）、BHHH方法SR1方程

（Symmetric Rank One）、BFGS法与L-BFGS（Limited-memory BFGS）[331, 332, 333, 334]等高效

的优化方法。

拟牛顿法使用H̄k+1表示黑塞矩阵逆矩阵[∇2f(xk)]−1的近似矩阵，每一步迭代都充分利用当前

信息确定下一个搜索方向，确保目标函数值随迭代次数增加而稳步下降，近似矩阵最终将收敛于最

优解对应的黑塞矩阵的逆。对于目标函数f(x)，拟牛顿法根据下面形式的搜索规则

xk+1 − xk = H̄k+1(∇f(xk+1)−∇f(xk)) (26.84)

实现高效搜索。为方便表示，我们记
⎧
⎨

⎩
∆xk = xk+1 − xk

∆Gk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)
(26.85)

则拟牛顿法的搜索路径可以简单写作：

∆xk = H̄k+1∆Gk. (26.86)

假设近似矩阵H̄k+1（尺度矩阵）有下面形式的结构

H̄k+1 = H̄k +∆H̄k, (26.87)

在上次迭代的近似矩阵H̄k基础上进行调整，∆H̄k即校正矩阵。一般地，算法要求近似矩阵为对称

正定矩阵，则校正矩阵也是对称矩阵。如果将拆分形式的近似矩阵H̄k+1代入(26.84)可得：

∆xk = (H̄k +∆H̄k)∆Gk = H̄k∆Gk +∆H̄k∆Gk. (26.88)

此时，我们的目标就是构造合适的校正矩阵，以满足：

∆H̄k∆Gk = ∆xk − H̄k∆Gk. (26.89)

由于校正矩阵是对称矩阵，我们利用两个列向量∆xk与∆Gk，构造如下形式的校正矩阵可以设

想，∆H̄k存在一种简单的形式：

∆H̄k = ∆xk(ηk∆xk)
T − H̄k∆Gk(ξkH̄k∆Gk)

T . (26.90)
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等式左右两端同时乘以∆Gk，则有：

∆H̄k∆Gk = ∆xk(ηk∆xk)T∆Gk − H̄k∆Gk(ξkH̄k∆Gk)T∆Gk

= ∆xk − H̄k∆Gk

(26.91)

根据对应关系，我们可以取 ⎧
⎨

⎩
(ηk∆xk)T∆Gk = 1

(ξkH̄k∆Gk)T∆Gk = 1
(26.92)

如果(∆xk)T∆Gk，(H̄k∆Gk)T∆Gk都不等于零，我们可以立即确定两个待定参数
⎧
⎨

⎩
ηk = 1/(∆xk)T∆Gk

ξk = 1/(H̄k∆Gk)T∆Gk

(26.93)

从而得到校正矩阵

∆H̄k =
∆xk(∆xk)T

(∆xk)T∆Gk
− (H̄k∆Gk)T (H̄k∆Gk)T

(H̄k∆Gk)T∆Gk
(26.94)

及尺度矩阵

H̄k+1 = H̄k +
∆xk(∆xk)T

(∆xk)T∆Gk
− (H̄k∆Gk)T (H̄k∆Gk)T

(H̄k∆Gk)T∆Gk
. (26.95)

迭代时常取第一个尺度矩阵H̄0为单位矩阵。

定理26.12. 如果xk不是目标函数f(x)的极小值点，且H̄k是正定矩阵，则有

(∆xk)
T∆Gk ̸= 0, (H̄k∆Gk)

T∆Gk ̸= 0,

根据式子(26.95)构造尺度矩阵。如果H̄k是对称正定矩阵，则根据式子(26.95)确定的尺度矩

阵H̄k+1也是对称正定矩阵。拟牛顿法确定的搜索方向是梯梯梯度度度下下下降降降方方方向向向。

26.8.1. DFP变尺度法

拟牛顿法以较小的代价构造黑塞矩阵的近似矩阵，不要求黑塞矩阵的近似矩阵是非奇异矩

阵（可逆），能够产生超线性收敛性，性能优于牛顿法与梯度法。根据拟牛顿法思想，Roger

Fletcher与Michael Powell[330]发展出DFP变尺度法（Davidon-Fletcher-Powell Variable Metric

Method）。

26.8.2. BFGS

BFGS（Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno）算法是CG Broyden[331]、Roger Fletcher[332]、

Donald Goldfarb[333]、David Shanno[334] 各自独立ᨀ出的一种拟牛顿法，它是目前最流行的也

是最有效的一种校正方法。BFGS 是DFP 法的对偶形式，在处理非平滑优化问题时，BFGS也能够

取得很好的性能。它还存在一个变体，有限内存的BFGS算法（Limited-memory BFGS, L-BFGS），

实现占用的内存远小于BFGS算法。BFGS在计算过程中，需要存储一个n× n的矩阵H。对于高维

矩阵，如n = 100, 000，若使用双精度类型存储矩阵H，占用内存100, 000×100, 000×8B≈ 74.5GB，

因此L-BFGS在实际应用中的意义显而易见。
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Algorithm 21 DFP变尺度法
Input: 初始点x0，梯度偏差阈值ϵ > 0，初始尺度矩阵H̄0 = I（单位矩阵）

for k = 1, 2, . . . do

1. 如果梯度偏差∥∇f(xk)−∇f(xk−1)∥ ≤ ϵ，则认定xk−1是近似极小值点，停止迭代。否则，

转向下一步。

2. 计算尺度矩阵

H̄k = H̄k−1 +
∆xk−1(∆xk−1)T

(∆xk−1)T∆Gk−1
− (H̄k−1∆Gk−1)T (H̄k−1∆Gk−1)T

(H̄k−1∆Gk−1)T∆Gk−1

3. 取搜索方向dk = −H̄k(∇f(xk) − ∇f(xk−1))，并在dk方向上进行一维搜索，确定最佳步

长λk：

λk = argmin
λ>0

f(xk + λdk)

4. 确定下一个搜索点xk+1 = xk + λkdk

end for

图 26.4: Army of Four: Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno
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26.9 分枝定界法

1960年，Ailsa Land与Alison Doig[335]创立分枝定界法（Branch and Bound Method），它是

解决整数规划问题最常用的一种算法，也可求解混合整数线性规划问题（MILP）。以最小化目标

函数的线性规划问题为例，假设S是问题的可行解集合，分枝定界法主要包括三个基本环节：分枝

（Branching）、定界 （Bounding）与剪枝（Pruning）。在分枝阶段，将S 分割成多个相互不交的

子集S1, S2, · · ·，满足S =
⋃
i
Si，并计算目标函数在每个子集上的最小值点；定界阶段计算目标函

数在每个子集的上界与下界；分枝定界法法最关键的环节在于对可行解子集的筛选，即剪枝环节。

在剪枝环节，根据目标函数在定界阶段的计算结果可以判定，如果目标函数值在子集甲上的下界比

在子集乙的上界都要大，可以直接舍弃子集甲。分枝定界法通过多次调用分枝、定界与剪枝三个环

节，逐渐逼近最优解。

在实际使用时，可以设计一定的启发式规则，当目标函数值上界与下界的差值比较接近时，则

ᨀ前终止分枝步骤，从而大幅减少搜索时间。

26.10 割平面法

20世纪50年代，Ralph Gomoryᨀ出割平面法（Cutting-Plane Method）。

26.11 随机搜索算法

随机搜索算法（Random Search）对于目标函数的连续性、可微性无任何限制，是最简单、最

直观的一种搜索算法。随机搜索一说最早源自[336, 337, 338]。随机算法迭代地从一个点移动到另

一个点，以期后一个点相对于目标函数优于前者。随机搜索算法可概括为如下基本流程：

Algorithm 22随机搜索算法
Input: 初始点x，最大迭代次数T，偏差阈值ϵ

repeat

• 从超球面S = {x|x ∈ Rn, ∥x− xt−1∥ = δt}中抽取数据点y

• 如果f(y) < f(x)，则设置临时最优点x = y

until t ≤ T或者f(x)− f(y) > ϵ

Output: x是最优点

随机搜索算法在机器学习领域中应用广泛，经常使用的随机搜索方法有：模拟退火算法

（Simulated Annealing）、遗传算法（Genetic Algorithms）、进化优化（Evolutionary Program-

ming）、粒子群优化算法（Particle Swarm Optimization）、蚁群优化（Ant Colony Optimiza-
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tion）、交叉熵（Cross Entropy）、随机近似算法（Stochastic Approximation）、多点搜索算法

（Multi Start）、禁忌搜索算法（Tabu Search, Taboo Search）[339]等。

随机搜索算法因其简单易于实现的特性，得到广泛应用。对于大型优化问题，相比确定性算法

（如分支界定法）随机搜索算法则略胜一筹，遗憾之处在于它无法保证渐进收敛到最优解，只能通

过大量的试错搜索，依概率收敛到Ḁ个未必全局最优的点。

26.11.1. 模拟退火算法

在热力学中，“退火”（Annealing）是指物体缓慢降温的物理现象，温度越低，则物体的能量

就越低。当温度下降到一定程度后，液体开始冷凝与结晶，在结晶状态，系统能量达到最低。如果

物体快速降温，亦称“淬火”（Quenching），则可能产生能量不是最低的非结晶态。退火过程使得

物体分子在任何温度下，都能有充足的时间、以较大的概率找到使其内能更低的位置，最终系统也

最稳定。

1953年，Metropolis等人[340]ᨀ出使用蒙特卡洛模拟（Monte Carlo Simulation）方法确定热

槽中分子的稳态分布。他们在模拟中使用的规则是：给定一个能量为E1 的状态S1，如果此时移

动一个分子的位置，系统状态发生转移，从S1转移到S2，能量从E1变成E2。如果E2 − E1 ≤ 0，

则接受此状态。反之，如果能量升高（恶化状态），系统不会直接拒绝新状态S2，而是以概

率exp(E2−E1

κT )有条件地接受它，其中κ > 0是Boltzmann常数，T表示热槽的温度。通过不断重复这

一流程，他们推断：在给定的温度T下，分子能量满足标准的Boltzmann分布：

P (E = E(S)) =
1

Z(T )
exp

(
− E(S)

κT

)
(26.96)

其中，E是代表分子能量的随机变量，Z(T )是标准化因子：

Z(T ) =
∑

S∈S

exp
(
− E(S)

κT

)

这个公式就是著名的Metropolis准则。

根据推断，在温度T时，分子从状态S1到S2，能量从E1变成E2。根据Boltzmann分布可以计算

两种状态下的概率差值：

∆P = P (E = E2)− P (E = E1) =
1

Z(T )
exp

(
− E2

κT

)[
1− exp

(E2 − E1

κT

)]

如果E1 < E2，由于∆E = E2 − E1 > 0，则exp
(
E2−E1

κT

)
> 1，从而∆P < 0。由此可以说明，温度

不变时，分子停留在低能量状态S1的概率比停留在高能量状态S2的概率要大。根据Boltzmann分布

可知，温度越高，不同能量状态对应的概率相差就越小，当温度足够高时，不同能量状态下的概率

基本相同。随着温度下降，低能量状态对应的概率越来越大，当温度趋于0时，其概率达到1。

1983年，Scott Kirkpatrick等人[341]首次将模拟退火（Simulated Annealing）同组合优化

（Combinatorial Optimization）联系起来。他们将能量对应到成本函数，将系统状态对应到组合
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优化问题的解，系统中粒子的一次移动等价地视为组合优化问题中的一次试验（Trial）。系统温度

在组合最小化问题中就是一个控制参数，首先“冷却”处于高温条件下的解空间，然后，逐渐降温

直至系统在一个稳定解“结晶”。1985年，Vlado C̆erný[342]独立地发现可将模拟退火原理应用于

货郎担问题（Traveling Salesman Problem, TSP），并取得巨大成功。

模拟退火算法（Simulated Annealing Algorithm）能够实现全局最优或近似全局最优，奥秘

就在于其接受状态的策略：除了接受优化解，还使用一个随机接受准则（Metropolis准则）有限度

地接受恶化解（Deterioration）。模拟退火算法能够逃脱局部最优点的园囿，很大程度上归功于那

些看似不利状态的功劳，实现全局最优或接近全局最优。

Algorithm 23模拟退火算法
Input: 系统温度T，允许最低温度T0，迭代最大次数N，初始解x1，Boltzmann常数设为0 < κ < 1

repeat

1. 从当前解x1的邻域中随机选择点x2，计算∆E ! f(x2)− f(x1)

2. 如果∆E < 0，则接受x2为新解；否则，以概率

P = exp(
−∆E

T
)

接受x2。具体地，判定P > rand(0, 1)是否成立。若成立，则接受x2；否则，拒绝x2。

3. 以速率κ降温：T ← κT

4. i−−

until i < 0或T < T0

模拟退火算法至少有两个重要的控制参数：初始温度T和Boltzman常数κ > 0，需谨慎选择与

调整。它们主要从下面几点影响算法搜索的进程：

（1） 初始温度T的设置问题：初始温度的设置是影响模拟退火算法全局搜索性能的重要因素之

一，初始温度高，则搜索到全局最优解的可能性大，但需要消耗大量的计算时间；反之，效

率增高但搜索性能可能受到影响。在实际应用中，初始温度一般需根据多次实验结果进行选

择，比如David Fogel[343]在处理TSP问题时，根据100条随机产生的路线，取出最短与最长

距离d0, d1，并使用下面公式设定初始温度：

T = −(d1 − d0)/ log 0.9

（2） 退火管理问题（Annealing Schedule）：模拟退火算法全局搜索性能也和退火管理方式密切

相关。一般而言，在同一温度下“充分”搜索（退火）是相当必要的，但需要计算开销。在

实际应用中，需要针对具体问题的不同性质和特征设置合理的退火平衡条件。
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在模拟退火算法构造新解、接受新解过程，存在几个细节性的问题需要注意：（1）新解的产生

一般是对当前解的一种简单变换，比如改变当前解的部分元素（逆序、交换、插入等），相比重新

完全生成时间开销要小。（2）计算当前解与新解的目标函数之差时，如果能够分离出变换部分对目

标函数差的独立影响，则目标函数差的计算就可以采用增量方式。（3）当确定接受新解时，需要以

新解代替当前解。若已知产生新解的变换流程，可只就变换部分进行替换，从而节省完全替换的时

间。

模拟退火算法确定的最优解与初始解无关，具有渐近收敛性，从理论上被证明是一种依概

率1收敛于全局最优解的全局优化算法，此外模拟退火算法具有并行性。

26.11.2. 遗传算法

26.12 网格搜索算法

网格搜索算法（Grid Search Algorithm）将搜索空间划分成网格状，根据各个格点处的目标

函数值，选择出最优的解。在二维搜索空间（两个参数）中，网格搜索算法可以迅速确定最佳格

点，但代价不菲，极易带来维数灾难问题：对于含有多个参数（比如d个）的优化问题，若沿着搜

索空间每个坐标选取1, 000的网格点，则产生的格点总数达到m = 1.0× 103d，相应地需要对目标函

数评估m次。

如果待估的目标函数仅含少许几个参数，并且评估目标函数的代价低廉，那么网格搜索就是最

佳的选择。反之，则可考虑使用网格游走（Grid Walk）或Nelder-Mead算法。

26.12.1. 网格游走算法

网格游走算法（Grid Walk）同网格搜索算法类似，但它不会搜索整个网格空间，而是从当前

位置出发，根据其周围有限个邻居点上的目标函数值，选择“走下山”（Walk Down Hill）的下一

站。

假设当前位置是x = (x1, x2, . . . , xd)，每次移动的步长为s，网格游走算法保持其他坐标值不

变，在每个坐标当前位置往前或往后一步的地方评估目标函数：

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f−
1 = f(x1 + s, x2, . . . , xd)

f−
1 = f(x1 − s, x2, . . . , xd)

f+
i = f(x1, . . . , xi−1, xi + s, xi+1, . . . , xd), 2 ≤ i ≤ d− 1

f−
i = f(x1, . . . , xi−1, xi − s, xi+1, . . . , xd), 2 ≤ i ≤ d− 1

f+
d = f(x1, x2, . . . , xd + s)

f−
d = f(x1, x2, . . . , xd − s)

(26.97)

如果当前位置是最佳的，则减小步长（比如减半），再重复上述步骤。如果Ḁ个邻居格点是最佳的，
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则游走到此位置，继续依此策略进行搜索➊。网格游走算法每次仅需评估2d个邻居格点，维数灾难

问题自然可以避免，优化的效率远高于网格搜索算法，在高维参数空间，更是如此。

网格游走算法通过不断缩小搜索范围，逐渐逼近局部最优点。在具体实现时，需要设置一个步

长下限s0 > 0，当步长缩减至s < s0，则可以停止游走，结束搜索过程。为有效反映不同坐标（对

应一个参数）的特征，对于每个坐标可以灵活地选择不同步长。

美中不足的是，网格游走算法易陷入局部最优点，为此，可以与随机搜索算法融合，通过引入

随机因素弥补此一缺憾。

26.13 坐标轮换法

坐标轮换法（Univariate Search）是由D’Esopo[316]在1959年发明的。坐标轮换法每次搜索只

允许一个变量变化，其他变量保持不变，沿坐标方向轮流进行搜索的寻优方法。使用坐标轮换法搜

索目标函数f(x)的最小值点，基本流程可概括如下：

Algorithm 24坐标轮换法
Input: 初始点x1，迭代次数T，允许误差ϵ > 0

for t = 1, . . . , T do

1. 取y1 = xt，从y1出发，依次沿第k(1 ≤ k ≤ n)个坐标轴方向做最优一维搜索：

f(yk + λkek) = min
λ>0

f(yk + λek)

其中，yk+1 = yk + λkek。

2. 如果∥yn+1 − y1∥ ≥ ϵ，取xt+1 = yn+1，结束本次迭代。

3. 如果∥yn+1 − y1∥ < ϵ，则迭代终止，yn+1是f(x)的近似最小值点。

end for

26.14 共轭方向法

1964年，Michael Powell[319]对坐标轮换法进行改进，ᨀ出了共轭方向法（Conjugate Direc-

tion Method），也称Powell方法。Powell方法主要包括基本搜索、加速搜索和搜索方向调整三部

分，具体步骤如下：

➊ 著名数学家George Pólya于1921年证明了一个有趣的定理：喝醉的酒鬼总能找到回家的路，喝醉的小鸟则可能永远也回不了家。游走

空间的维度越高，回到出发点的概率则越低。事实上，酒鬼在网格状分布的街道中随机游走，始终能够回到出发点，然而小鸟在三维网格

中随机游走，就不那么幸运了，它最终回到出发点的概率只有大约34%。在四维网格中随机游走，最终能回到出发点的概率是19.3%，在

八维空间概率仅为7.3%。
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Algorithm 25 Powell方法
Input: 初始点x0，由n个相互线性无关的搜索方向构成的初始方向组{h0, h1, . . . , hn−1}，终止阈

值ϵ > 0，取k = 0

for k = 1, 2, . . . do

1. 基本搜索：令y0 = xk，依次沿着h0, h1, . . . , hn−1的方向进行一维搜索，得到相应的辅助

迭代点{y1, . . . , yn}：

yi = yi−1 + λi−1hi−1

其中，λi−1 = argmin
λ≥0

f(yi−1 + λi−1hi−1), i = 1, . . . , n

2. 加速搜索：令hn = yn − y0，若∥hn∥ ≤ ϵ，停止迭代，取下个迭代点xk+1 = yn，否则转到

下一步。

3. 搜索方向调整：取∆m−1 ! f(ym−1)− f(ym) = max
i∈{1,...,n}

f(yi−1)− f(yi)，如果

f(2yn − y0)− [2f(yn)− f(y0)] ≥ 2∆m−1

成立，则搜索方向无需调整，令xk+1 = yn；否则，转入下一步。

4. 搜索方向组调整：令xk+1 = yn + λnhn，其中

λn = argmin
λ≥0

(yn + λhn)

丢弃第m个搜索方向向量：

{h0, . . . , hm−1, hm, hm+1, . . . , hn−1}← {h0, . . . , hm−1, hm+1, hm+2, . . . , hn}

end for
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Powell方法是一种高效的零阶优化方法，但事无绝对，在Ḁ些条件下其表现不尽如人意。当一

个搜索方向不能ᨀ供进一步的改善，则接下来的搜索方向就不再是共轭的。有时，在迭代几步以

后，搜索方向可能平行。

26.15 Nelder-Mead法

1965年，John Nelder和Roger Mead[320]ᨀ出一种启发式局部搜索算法– Nelder-Mead法，有

时也称“下山单纯形法”（Downhill Simplex Method）。一般地，Nelder-Mead法只需计算一个或

两个点处的函数值，因此广泛应用于函数值计算开销较大的情形。

Nelder-Mead法使用单纯形（见26.2节：Dantzig的单纯形法）的概念优化含有多个参数的目

标函数。在搜索过程中，始终维护一个大小为d + 1 的顶点集，利用四种基本的变形规则（反射、

扩展、收缩和压缩），灵活调整单纯形搜索方向。Nelder-Mead单纯形算法主要步骤如下：

1. 初始化单纯形S = S0：任意选取点x1 ∈ Rn，根据给定步长si，选取xi = x1 + siei−1, i =

2, . . . , n+ 1，其中ei 表示第i维坐标的单位坐标基。

2. 排序（Order）：对单纯形各顶点按函数值排序，不失一般性，假设

f(x1) ≤ f(x2) ≤ · · · ≤ f(xn) ≤ f(xn+1)

3. 中心点（Centroid）：计算除f(xn+1)以外的其他顶点的中心点

c =
1

n

n∑

i=1

xi

4. 变形（Transformation）：根据各顶点函数值，改变当前单纯形形状。首先尝试利用“反射

（Reflection）”、“扩展（Expansion）”、“收缩（Contraction）”搜索一个比xn更好的顶点替换

它，搜索的点皆位于由xn+1和c确定的直线上。如果搜索成功，将使用新点替换xn+1，结束本

次迭代；否则，向顶点x1方向“压缩（Shrink, Reduce）”单纯形S。具体做法如下：

• 反射：选择反射点xr = c+ α(c− xn+1)，其中α > 0。如果f(x1) ≤ f(xr) < f(xn)，则将

使用xr从S中替换出xn+1，并结束本次迭代。

• 扩展：如果f(r) < f(x1)，表明此方向利于搜索，于是选择扩展点xe = c + γ(c − xn+1)，

其中，γ > α。如果f(xe) < f(xr)，则使用xe替换xn+1；否则，使用xr替换xn+1。结束本

次迭代。

• 收缩：如果f(r) ≥ f(xn)，表明此方向不利于搜索，转向xn+1方向收缩。选择收缩

点xc = c+ ρ(c− xn+1)，其中ρ < 0。如果f(xc) < f(xn+1)，则使用xc替换xn+1，并结束

本次迭代；否则，“压缩”单纯形。
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• 压缩：如果利用“反射”、“扩展”、“收缩”搜索失败，表明最佳点x1可能临近局部最优

点，可以缩小搜索范围，选择向顶点x1 方向“压缩”单纯形，更新除x1 以外的所有顶点

（σ > 0）：

xi ← σ(xi + x1), i = 2, . . . , n+ 1

更新单纯形S后，结束本次迭代。

Nelder-Mead单纯形算法中使用的参数，一般分别取α = 1, γ = 2, ρ = −0.5,σ = 0.5。算法的

终止条件，可选择在单纯形最短的边低于Ḁ个阈值。如果搜索空间有界，阻止单纯形法越界搜索最

简单的法子，可以令越界点的函数值最不可能最优，比如最小化问题则越界点处函数值越大越好，

最大化问题则函数值越小越好。

Nelder-Mead算法同网格搜索算法类似，都属于局部搜索方法，但它从多个角度对改进了网格

搜索方法。比如，适应性地调整步长，使用更少的目标函数估计。单纯形算法与网格游走相似，对

于初始点（单纯形）的选择十分敏感，选择的初始点不同，则可能得到不同的局部最优点。对于单

纯形法，如果初始单纯形太小，很容易陷入局部最优。随机搜索算法、网格搜索算法比较擅长寻找

起始点，但收敛速度不容乐观。加州伯克利大学教授Jonathan Shewchuk ➊ ᨀ出融合两种类型的搜

索算法，实现优势互补：（1）使用网格搜索（粗糙网格）寻找初始点，然后运行网格游走算法，并

将网格搜索算法使用的步长减半。（2）使用网格搜索寻找多个（比如20个）表现好的起始点，然后

将这些点分散到网格中，并选择其中一个点作为起始点，开始单纯形搜索，重复执行多次，优选出

表现最好的点。

26.16 Levenberg-Marquardt算法

Levenberg-Marquardt优化算法，也称阻滞的最小二乘法，由Levenberg [344]和Marquardt

[345]两人分别在1944 年和1963年ᨀ出。它是使用最广泛的非线性最小二乘算法，主要处理非线性

最优化问题。它介于牛顿法和梯度下降法之间，比牛顿法更健壮但收敛速度要慢，在非线性曲线拟

合、计算机视觉等领域得到广泛应用。

给定一组数据{xi, yi}ni=1，xi ∈ Rm，yi ∈ R，曲线拟合的目的是使用一个含参函数

fθ : Rm -→ R (26.98)

拟合指定数据。θ ∈ Rk表示参数向量。函数对数据的拟合效果可以使用下面形式的误差平方和衡

量：

L(θ) =
1

2

n∑

i=1

(fθ(xi)− yi)
2 (26.99)

其中，系数1/2只是方便计算，不影响结果。模型参数的估计是通过最小化误差平方和实现的，此

类方法因此被称作最小二乘法，当f是非线性函数时，称为非线性最小二乘法。

➊ Jonathan Shewchuk：http://www.cs.berkeley.edu/simjrs
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在实际应用中，人们有时会使用加权误差平方和（卡方）

χ2(θ) =
1

2

n∑

i=1

(
fθ(xi)− yi

ωi
)2 (26.100)

估计模型参数

θ = argmin
θ∈Θ

χ2(θ) (26.101)

其中，ω表示误差权值向量，Θ表示参数空间。

由于目标函数是可微的，我们计算它关于参数θ的导数：

∂χ2(θ)

∂θ
=

n∑

i=1

(
fθ(xi)− yi

ω2
i

)
∂fθ(xi)

∂θ
= (ŷθ − y)TWJ (26.102)

其中，ŷθ ∈ Rn表示函数估计结果，y ∈ Rn表示真实数据向量，W表示权值矩阵，对角线部分

是1/ω2
i，J表示雅克比矩阵。

根据梯度下降法，可行的搜索方向为

dgd = JTW (y − ŷθ) (26.103)

根据Gauss-Newton法，搜索方向dgn有下面等式成立：

JTWJdgn = JTW (y − ŷθ) (26.104)

Levenberg-Marquardt算法则介于两者之间，选择的搜索方向dlm满足：

(JTWJ + λI)dlm = JTW (y − ŷθ) (26.105)

其中的调节参数λ越大，则越接近于梯度下降法，λ越小，则越接近于Newton法。

Marquardt [345]使用下面的形式更新模型参数：

(JTWJ + λ diag(JTWJ))dlm = JTW (y − ŷθ) (26.106)

26.17 信赖域方法

26.18 罚函数法

利用罚函数法（Penalty Function Method），可将非线性规划问题的求解，转化为求解一系

列无约束极值问题，因而也称序列无约束最小化技术（Sequential Unconstrained Minimization

Technique, SUMT）。罚函数法求解非线性规划问题的思想：利用问题中的约束函数作出适当的罚

函数，由此构造出带参数的增广目标函数，把问题转化为无约束非线性规划问题。罚函数法有两种

形式，一种是外罚函数法，另一种是内罚函数法。
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26.19 障碍函数

障碍函数（Barrier Function）是一个连续函数，当数据点趋近于可行域（Feasible Region）

边界时，函数值增加到无穷。在有约束优化（Constrained Optimization）问题中，障碍函数可以

用作违反约束条件的惩罚项，以防迭代过程搜索路径逃离出可行域。最常见的两种障碍函数是倒数

障碍函数（Inverse Barrier Functions）和对数障碍函数（Logarithmic Barrier Functions）➊。

我们首先给出障碍函数的基本数学定义：

定义26.9. 集合K ⊂ Rn称为锥锥锥，如果对于每一个x ∈ K，都有tx ∈ K，∀t ≥ 0。如果锥K是凸的，

则称它为凸锥。

定义26.10. 假设K是一个凸锥，如果连续函数f : K -→ R
⋃
{+∞}满足条件

⎧
⎨

⎩
f(x) < +∞, x ∈ int(K),

f(x) = +∞, x ∈ bdry(K).

我们称它是障障障碍碍碍函函函数数数，其中int(K)表示K的内部（Interior），bdry(K)表示K的边界（Boundary）。

如果障碍函数形如f(x) = − log φ(x)，并且φ : K -→ R+也是一个连续函数，则我们称它对对对数数数障障障碍碍碍

函函函数数数[346]。

对于下面的原始优化问题：

min cTx

s.t. Ax ≤ b
(26.107)

其中，A = (a1, . . . , am)T，则可以定义如下形式的障碍函数：

f(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−
m∑
i=1

log(bi − aTi x), Ax < b,

+∞, Ax ≥ b.
(26.108)

将有约束优化问题转化成下面的无约束优化问题：

min cTx+ λf(x)

26.20 范数逼近

范数逼近（Norm Approximation）在信号处理、压缩感知（Compressed Sensing）➋等领域

中有很多应用[347]，[348]对解决范数最优化问题有过概述，主题是将无约束的范数最小化问题转

化为线性规划问题，本节我们做出简要介绍。

➊ 由于对数障碍函数与主对偶内点法（Primal-dual Interior Point Method）存在联系，人们开始加深对数障碍函数的研究；倒数障碍函

数相比而言，计算开销较大，因此，对数障碍函数更为实用

➋ 压缩感知也称压缩采样或稀疏采样，属于一种新的采样理论，2004年由斯坦福大学教授Emmanuel Candes、美国科学院院士David

Donoho、菲尔兹奖获得者陶泽轩等学者ᨀ出。它能够利用信号的稀疏性特征，随机采样获取信号的离散样本，通过非线性重建算法重建

原始信号，在信息论、图像处理、光学成像、模式识别等领域受到高度关注，并被美国科技评论评委2007年度十大科技进展。
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Cipra认为[347]，ℓ1与ℓ0, ℓ2之间存在着重要的关联。ℓ1 =
∑
i
|xi|是联系二者的纽带，它同时具

有ℓ0 =
∑
i
I(xi ̸= 0)稀疏敏感、ℓ2 =

∑
i
x2
i方便计算的良好性质。ℓ0在构建稀疏性模型（复杂度小）

时，有着重要的应用；ℓ2在模型优化问题中使用广泛。
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第二十七章 统计学

统计学萌芽于欧洲，16世纪伽利略Galileo Galilei为解答赌徒们的问题，ᨀ出了概率论的基

本原理。17世纪中叶，帕斯卡Blaise Pascal ➊ 和费马Pierre de Fermat关于“得点问题”的讨论，

奠定了概率论（Probability Theory）的基础。17世纪末18世纪初统计学开始蓬勃发展。19世纪

末，由于英国探险家、人类学家和优生学家法兰西斯·高尔顿Francis Galton和统计学家卡尔

·皮尔逊Karl Pearson的突出贡献，描述统计学（Descriptive Statistics）正式诞生。推论统计学

（Inferential Statistics）是研究如何根据样本数据去推断总体统计特征，先驱人物是英国统计学家

威廉·格赛特William Sealy Gosset和罗纳德·费舍尔Ronald Aylmer Fisher。最初将统计学应用

于教育与心理方面研究的是高尔顿，而对教育统计做出重要贡献的是心理学家查尔斯·爱德华·

斯皮尔曼Charles Edward Spearman。

)!*+",$%"&'#(

27.1 概率论基础

概率论与数理统计（Probability and Mathematical Statistics）研究的对象是随机现象。在一

定的条件下，并不总是出现相同结果的现象称为随机现象。随机现象的结果不止一个，并且人们事

先并不知道哪个结果出现。如果只有一个结果，那么该现象称为确定性现象。在相同条件下可以重

复的随机现象又称作随机试验（Random Trial），比如抛硬币、掷骰子的试验等。自然界中还有很

多无法重复的随机现象，比如Ḁ场球赛的输赢、Ḁ个时段的经济增长速度等。

随机现象的一切可能的基本结果组成的集合称作样本空间（Sample Space），记作Ω = {ω}，

其中ω表示基本结果，又称为样本点，也是抽样时的基本单元。样本空间至少有两个样本点，只含

➊ 布莱斯·帕斯卡Blaise Pascal（1623 ∼ 1662）是法国物理学家、哲学家和神学家，还是一位伟大的数学家和统计学家，他唯一留给世

人的是载录其理论思想的《思想录》，虽未形成系统的理论框架，仍然具有重要的参考价值。他曾经ᨀ出了一个著名的赌注，深刻影响了

概率论、决策论的诞生，并促进存在主义、实用主义、唯意志论发展，后人称之为“帕斯卡的赌注”（Pascal’s Wager）：上帝要么存在，

要么不存在。如果你相信上帝的存在，那么最坏的可能就是上帝本不存在，则在死后进入虚无世界，你没有任何损失；若上帝确实存在，

那么你将获得永生。如果你拒绝信仰，则最好的结果就是虚无，但最坏的结果就是承受永世的地狱之苦。一个理性的人，就应该相信上帝

的存在。
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有两个样本点的样本空间是最简单的样本空间。如果样本点的数目有限或可数，则称该样本空间为

离散样本空间；如果样本点的数目不可数，则称该样本空间是连续样本空间。

随机现象的Ḁ些样本点组成的集合称作随机事件，简称事件。样本空间Ω的最大子集（即Ω自

身）称作必然事件、最小子集（即空集∅）称作不可能事件。用来表示随机现象结果的变量称作随

机变量。

例27.1. 骰子（亦作色子）是一种古老的赌具，多为正立方体六面骰，各面刻有一至六个点数，并

且彼此相对的两面数字之和为七。骰子最早出现在两千年前的埃及，古埃及人称其“astragal”。在

中国，相传骰子是由三国时的文学家曹植所发明，最初用作占卜工具，后来演变成后宫嫔妃的游

戏，根据掷骰子的点数赌酒或赌丝绸香袋等物。当时骰子的点穴上涂的是黑色，唐代时增加描红。

赌场内的荷官摇掷骰子透过骰子的点数定输赢，每一场赌局投掷骰子的点数都可能不

同。荷官投掷骰子的事件可以看作是一个随机事件，记作X，所有可能的投掷结果构成样本空

间Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，“投掷的骰子点数大于4”的事件可以使用“X > 4”表示。

随机事件的不同结果的发生存在不同程度的可能性，有些结果可能性大有些可能性小。概

率论最基本的一个问题是定义随机事件的概率，以刻画事件发生的可能性。16世纪，意大利学

者Gerolamo Cardano ➊开始研究赌博游戏中的一些简单问题，其死后发表的《论赌博游戏》（Liber

de ludo aleae）给出了一些概率论的基本概念和定理，被认为是第一部概率论著作。在Cardano以

后约三百年的时间里，Blaise Pascal、Pierre de Fermat、 Jacob Bernoulli等数学家都在古典概率

计算、公式推导和扩大应用等方面做了重要的工作。1812年，法国数学家Pierre-Simon Laplace在

《概率的分析理论》（Théorie analytique des probabilités）中给出概率的古典定义：事件A的概率等

于一次试验中出现事件A的可能结果数目与该事件中所有可能结果数目之比。古典定义通过简单

明了的方式定义了事件的概率，并给出简单可行的方法。古典定义是在经验事实的基础上，对

被考察事件的可能性进行逻辑分析后得到的事件概率。古典定义的基本假设有两个：（甲）随机

事件可能结果总数有限；（乙）每个结果的出现有同等可能。 Jacob Bernoulli在研究古典概率时发

现Bernoulli大数定律，即“频率具有稳定性”，从而可以“用频率估计概率”。

概率论发展的历史，诞生过概率的古典定义、概率的几何定义、概率的频率定义和概率的主观

定义。1900年，38岁的德国数学家David Hilbert在世界数学家大会上ᨀ出建立概率公理系统的问

题，也就是著名的Hilbert 23个问题中的第6个问题。20世纪初完成的勒贝格测度与积分理论，以

及随后发展的抽象测度和积分理论，为概率论公理体系的建立奠定了基础。1933年，前苏联数学

家Andrey Kolmogorov[349]运用集合论和测度论正式给出概率严密的公理化定义，既概括了古典

➊ Gerolamo Cardano（1501–1576），意大利数学家、医学家、物理学家，统计学创始人。1526年获帕维亚大学医学博士学位，后成为

欧洲名医，曾任英国国王爱德华六世的御医，并曾任教于帕维亚大学、博洛尼亚大学。他学识渊博，一生写作出版各类文章、书籍200多

种，被誉为百科全书式的学者。他的家庭生活非常不幸。他最喜爱的大儿子詹巴蒂斯塔因杀死不忠的妻子于1560年被判死刑。他的女儿沦

为妓女，死于梅毒。他的另一个儿子是个赌徒，经常偷窃他的财物。他自己因为推算耶稣的出生星位，被指控为大逆不道，于1570年入

狱，并失去教职。更为可悲的是，他的儿子参与了指控。出狱后他移居罗马，获得了教皇格里高利十三世（Pope Gregory XIII）的年金资

助，完成了自己的自传。据说，他七十一岁时通过占星术推算出自己将在1576年9月21日去世，但是到那一天时，他活得像头壮牛；为了

保全自己大星象学家的名声，他自杀了。
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定义、统计定义的基本特性，又避免了各自的局限。概率论公理体系的出现是概率论发展史上的一

个里程碑，至此概率论才真正成为严格的一个数学分支。

定义27.1 (σ-代数与可测空间). 假设Ω是一个样本空间，F是Ω的某些子集所构成的集合类

（Collection）。如果F满足：

• Ω ∈F；

• 余余余集集集封封封闭闭闭：如果A ∈F，则Ā = Ω \A ∈F；

• 可可可列列列并并并封封封闭闭闭：如果An ∈F，n = 1, 2, . . .，则
∞⋃

n=1
An ∈F。

则称F为σ-代代代数数数（Sigma-Algebra）、Borel域域域（Borel Field）或事事事件件件域域域（Field of Events），(Ω,F )称作

可可可测测测空空空间间间（Measurable Space）。

根据定义可以推知：

• ∅ ∈F；

• 差集封闭：如果A,B ∈F，则A \B ∈F；

• 有限交、有限并、可列交封闭：如果An ∈F，n = 1, 2, . . .，则
n⋂

i=1
An,

n⋃
i=1

An,
∞⋂

n=1
An ∈F。

定义27.2 (概率与概率空间). 假设(Ω,F )是可测空间，P (·)是定义在F上的实值函数，如果满足：

• 非非非负负负性性性公公公理理理：对任意的A ∈F，都有0 ≤ P (A) ≤ 1；

• 正正正则则则性性性公公公理理理：P (Ω) = 1；

• 可可可列列列可可可加加加性性性公公公理理理：对于两两互不相容事件A1, A2, . . .（Ai ∩Aj = ∅，i ̸= j）有：

P (
∞⋃

i=1

Ai) =
∞∑

i=1

P (Ai),

则称P (·)是可测空间(Ω,F )上的概概概率率率（Probability），P (A)为事件A的概率，(Ω,F , P )称作概概概率率率空空空

间间间（Probability Space）。

根据定义可以推知：

• 可减性：如果A,B ∈F且A ⊂ B，则P (B \A) = P (B)− P (A)；

如果事件列{An, n ≥ 1}满足An ⊂ An+1，则称作单调增列，有 lim
n→∞

An =
∞⋃
i=1

Ai；如果事件

列{An, n ≥ 1}满足An ⊃ An+1，则称作单减增列，有 lim
n→∞

An =
∞⋂
i=1

Ai。

• 概率连续性：如果事件列{An, n ≥ 1}是单调减列或单调增列，则

lim
n→∞

P (An) = P ( lim
n→∞

An).
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概率的解释与定义在争议中不断向前发展，从概率的公理化定义刻画了概率的本质，但是没有

明确指出具体地确定概率的方法。在公理化定义之前的概率的频率定义、古典定义、几何定义和主

观定义都在一定场合下，存在各自确定概率的方法。在公理化定义范畴下，一一对应确定概率的频

率方法、古典方法、几何方法和主观方法。

定义27.3 (条件概率). 假设(Ω,F , P )是概率空间，B ∈F，且P (B) > 0，如果对任意的A ∈F，记

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
,

则称P (A|B)为事件B发生的条件下，事件A发生的条条条件件件概概概率率率（Conditional Probability）。

由条件概率的定义可知：

• 乘法公式：设A,B ∈F，则有P (AB) = P (A|B)P (B)。一般地，如果Ai ∈F , i = 1, 2, . . . , n，

且P (A1A2 · · ·An) > 0，则有

P (A1A2 · · ·An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) · · ·P (An|A1A2 · · ·An−1).

• 全概率公式：设(Ω,F , P )是概率空间，A ∈F，Bi ∈F，i = 1, 2, . . . , n，Bi∩Bj = ∅(i ̸= j)，

且
n⋃

i=1
Bi = Ω，P (Bi) > 0，则有

P (A) =
n∑

i=1

P (A|Bi)P (Bi).

• 贝叶斯定理➊：设(Ω,F , P )是概率空间，A ∈F，Bi ∈F，i = 1, 2, . . . , n，Bi ∩Bj = ∅(i ̸=

j)，且
n⋃

i=1
Bi = Ω，P (Bi) > 0，P (A) > 0，则有

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)
n∑

i=1
P (A|Bi)P (Bi)

.

一般地，若对任意的A1, . . . , An ∈F，都有P (
n⋂

i=1
Ai) =

n∏
i=1

P (Ai)，则称F是独立事件簇。

定义27.4 (随机变量及其分布函数). 假设(Ω,F , P )是概率空间，X = X(ω)是定义在Ω上的实值函

数。如果对任意的x ∈ R，都有X−1((−∞, x]) = {ω : X(ω) ≤ x} ∈ F，则称X(ω)是F上的随随随机机机变变变

量量量（Random Variable），简记作X。F (x) = P (X ≤ x) = P ({ω : X(ω) ≤ x}) = P (X−1((−∞, x]))称

作随机变量X的累累累积积积分分分布布布函函函数数数（Cumulative Distribution Function, CDF），简称分分分布布布函函函数数数。

根据随机变量的分布函数的定义，我们可以得到下面几条性质：

• F (x)是增函数：当x1 < x2时有F (x1) ≤ F (x2)；

➊ Thomas Bayes（1701–1761），英国数学家，生前是一位受人尊敬的英格兰长老会牧师。他是一位自学成才的数学家，1742 年入选英

国皇家学会会员，1763年在一篇论文中首次ᨀ到贝叶斯定理。为了证明上帝的存在，他发展了一套成熟的概率方法论。他的思想和方法对

概率统计的发展产生了深远的影响，至今在许多领域都还有广泛应用。
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• F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = 0，F (+∞) = lim
x→+∞

F (x) = 1；

• F (x)右连续。

随机变量有两种类型：离散型和连续型随机变量。离散型随机变量的概率分布可以使用概率分

布列或曰概率质量函数（Probability Mass Function, PMF）表示：pk = P (X = xk), k = 1, 2, . . .，

其分布函数为F (x) =
∑

x≤xk

pk；连续型随机变量的概率分布用概率密度函数（Probability Density

Function, PDF）f(x)来᧿述，其分布函数F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt。

定义27.5 (多维随机变量及其分布函数). 假设(Ω,F , P )是概率空间，Xi = Xi(ω), i = 1, 2, . . . , n都

是定义在Ω上的实值函数。如果对任意的xi ∈ R，都有X−1
i ((−∞, xi]) = {ω : Xi(ω) ≤ xi} ∈ F，则

称X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω))是n维维维随随随机机机变变变量量量或随随随机机机向向向量量量，简记作X = (X1, X2, . . . , Xn)。

F (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)称作随机变量X的联联联合合合分分分布布布函函函数数数（Joint

Cumulative Distribution Function，JCDF）。

对于二维随机变量(X,Y )，其联合分布函数F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)是事件{X ≤ x}与事

件{Y ≤ y}同时发生的概率。

定义27.6 (二维离散随机变量与联合分布列). 如果二维随机变量(X,Y )只取有限个或可数的(xi, yi)，

则称(X,Y )为二维离散随机变量，称

pij = P (X = xi, Y = yi), i, j = 1, 2, . . .

为(X,Y )的联联联合合合分分分布布布列列列（Joint Probability Mass Function, JPMF）。

定义27.7 (二维连续随机变量与联合密度函数). 如果存在二元非负函数p(x, y)，使得二维随机变

量(X,Y )的分布函数F (x, y)可表示为

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v)dvdu,

则称(X,Y )为二维随机变量，称f(u, v)为(X,Y )的联联联合合合密密密度度度函函函数数数（Joint Probability Density Function,

JPDF）。

定义27.8 (边际概率分布函数). 如果在二维随机变量(X,Y )的联合分布函数F (x, y)中取y → +∞，

由于{Y < +∞}是必然事件，则称

lim
y→+∞

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ +∞) = P (X ≤ x),

是X的边边边际际际概概概率率率分分分布布布函函函数数数（Marginal Distribution Function），记为

FX(x) = F (x,+∞).

类似地，FY (y) = F (+∞, y)称作Y的边际概率分布函数。
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在二维离散随机变量(X,Y )的联合分布列{P (X = xi, Y = yj)}中，对j求和所得的分布列

∞∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi), i = 1, 2, . . .

称作X的边际概率分布列。类似地，对i求和所得的分布列

∞∑

i=1

P (X = xi, Y = yj) = P (Y = yj), j = 1, 2, . . .

称作Y的边际概率分布列。

如果二维连续随机变量(X,Y )的联合概率密度函数为f(x, y)，由于

FX(x) = F (x,+∞) =

∫ x

−∞

(∫ +∞

−∞
f(u, v)dv

)
du !

∫ x

−∞
fX(u)du,

FY (y) = F (+∞, y) =

∫ y

−∞

(∫ +∞

−∞
f(u, v)du

)
dv !

∫ y

−∞
fY (v)dv,

其中fX(x)和fY (y)分别称作X的边际概率密度函数、Y的边际概率密度函数（Marginal Density

Function）。

27.2 随机变量的数字特征

定义27.9 (数学期望). 假设X是定义在概率空间(Ω,F , P )上的随机变量，如果
∫
Ω |X|dP < ∞，就

称X的数数数学学学期期期望望望（Expectation）或均值存在，或称X是可积的，记作E(X)，并有下列定义：

E(X) =

∫

Ω

XdP.

如果X是离散型随机变量，如果级数
+∞∑
i=1

|xi|pi收敛，则E(X) =
+∞∑
i=1

xipi是随机变量X的数学期望。

如果X是连续型随机变量，如果积分
∫ +∞
−∞ |x|f(x)dx收敛，则E(X) =

∫ +∞
−∞ xf(x)dx是随机变量X的

数学期望。

定义27.10 (条件分布). 对一切使fY (y) > 0的y，给定Y = y条件下X的条件分布函数（Conditional

Distribution Function）和条件密度函数（Conditional Density Function）分别为

F (x|y) =

∫ x

−∞

f(u, y)

fY (y)
du, (27.1)

f(x|y) =
f(x, y)

fY (y)
=

fX(x)f(y|x)
∫ +∞
−∞ fX(x)f(y|x)dx

. (27.2)

定义27.11 (条件数学期望). 设X和Y是随机变量，对一切使fY (y) > 0的y，给定Y = y条件下X的期

望定义如下：

E(X|Y = y) =

∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx.
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条件期望E(X|Y = y)是y的函数，对y的不同取值，条件期望E(X|Y = y)的取值也在变

化。为此，我们记g(y) = E(X|Y = y)。我们还可以将条件期望看做是随机变量Y的函数，记

作E(X|Y ) = g(Y )。

定理27.1 (重期望公式). 设(X,Y )是二维随机变量，且E(X)存在，则E(X) = E(E(X|Y ))。

证明：假设(X,Y )的联合密度函数是f(x, y)，由f(x, y) = f(x|y)fY (y)可得：

E(X) =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ xf(x, y)dxdy

=
∫ +∞
−∞

( ∫ +∞
−∞ xf(x|y)dx

)
fY (y)dy

=
∫ +∞
−∞ E(X|Y = y)fY (y)dy

=
∫ +∞
−∞ g(y)fY (y)dy

= E(g(Y )) = E(E(X|Y )).

证毕。

我们下面来看条件期望的一些基本性质：

性质27.1 (独立性). 如果X和Y是两个独立随机变量，则对于任意使fY (y) > 0的y都有

E(X|Y = y) = E(X).

证明： 由X和Y的独立性可知f(x, y) = fX(x)fY (y)，则f(x|y) = f(x,y)
fY (y) = fX(x)，按照条件期望的

定义则有

E(X|Y = y) =

∫ +∞

−∞
xf(x|y)dx =

∫ +∞

−∞
xfX(x) = E(X).

证毕。

性质27.2. 设h是一个实值函数，对于任意使fY (y) > 0的y都有E(h(Y )|Y ) = h(Y )。

证明：对于任意的y ∈ R，如果给定y，则条件概率f(h(Y ) = h(y)|Y = y) = 1。根据定义可知

E(h(Y )|Y = y) = h(y)f(h(Y ) = h(y)|Y = y) = h(y),

那么E(h(Y )|Y ) = h(Y )。

性质27.3 (线性相加性). 设X1、X2和Y都是随机变量，α1,α2 ∈ R，则

E(α1X1 + α2X2|Y = y) = α1E(X1|Y = y) + α2E(X2|Y = y).

证明：我们直接按照条件期望的定义推导：

E(α1X1 + α2X2|Y = y) =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ α1u+ α2vf(X1 = u,X2 = v|Y = y)dudv

= α1

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ uf(X1 = u,X2 = v|Y = y)dudv+

α2

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ vf(X1 = u,X2 = v|Y = y)dudv

= α1

∫ +∞
−∞ uf(X1 = u|Y = y)du+ α2

∫ +∞
−∞ vf(X2 = v|Y = y)dv

= α1E(X1|Y = y) + α2E(X2|Y = y).

证毕。
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性质27.4. 设X和Y是随机变量，g和h是实值函数，则E[g(X)h(Y )] = E[h(Y )E(g(X)|Y )]。

证明：根据条件期望的定义可以推导：

E[g(X)h(Y )] =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ g(x)h(y)f(x, y)dxdy

=
∫ +∞
−∞ h(y)fY (y)(

∫ +∞
−∞ g(x)f(x|Y = y)dx)dy

=
∫ +∞
−∞ h(y)E(g(X)|Y = y)fY (y)dy

= E[h(Y )E(g(X)|Y )].

证毕。

定义27.12 (原点矩和中心矩). 假设g(x)是R上的Borel可测函数，若其数学期望存在E(|g(x)|) < ∞，

则有

E(g(X)) =

∫

Ω

g(X)dP =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx.

如果g(X) = Xk, k ∈ N的数学期望存在，就称

E(Xk) =

∫ +∞

−∞
xkf(x)dx

为X的K阶阶阶原原原点点点矩矩矩（K-th Moment about the Origin）。如果g(X) = |X|k, k ∈ N的数学期望存在，称

E(|X|k) =
∫ +∞

−∞
|x|kf(x)dx

为X的K阶阶阶绝绝绝对对对原原原点点点矩矩矩（K-th Absolute Moment about the Origin）。如果g(X) = (X − E(X))k, k ∈

N的数学期望存在，称

E((X − E(X))k) =

∫ +∞

−∞
(x− E(X))kf(x)dx

为X的K阶阶阶中中中心心心矩矩矩（K-th Central Moment）。如果g(X) = |X − E(X)|k, k ∈ N的数学期望存在，称

E(|X − E(X)|k) =
∫ +∞

−∞
|x− E(X)|kf(x)dx

为X的K阶阶阶绝绝绝对对对中中中心心心矩矩矩（K-th Absolute Central Moment）。

定义27.13 (方差). 我们称随机变量X的二二二阶阶阶中中中心心心矩矩矩为方方方差差差（Variance），记作var(X)，则有

var(X) = E((X − E(X))2) =

∫ +∞

−∞
(x− E(X))2f(x)dx = E(X2)− (E(X))2.

定理27.2. 对于随机变量X，如果对任意的k ∈ N都有E(|X|k) < ∞，则对所有的正整数i < k都

有E(|X|i) <∞。

证明：假设随机变量X是连续的，并且其概率密度函数是f(x)，则对于i < k有

E(|X|i) =
∫ +∞
−∞ |x|if(x)dx

=
∫
|x|≤1 |x|

if(x)dx+
∫
|x|>1 |x|

if(x)dx

≤
∫
|x|≤1

f(x)dx+
∫
|x|>1

|x|kf(x)dx

≤ P (|X| ≤ 1) + E(|X|k),

根据假设E(|X|k) <∞，必然有E(|X|i) <∞。
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由此可知，只要E(X2) <∞，则变量X的期望和方差都存在。

如果我们知道随机变量的分布函数，就可以很容易地计算出随机变量的各种数值特征，如

均值、方差和其他各高阶矩。通常，计算随机变量的各阶矩，往往要进行求和或积分运算。实际

上，我们可以简化随机变量各阶矩的积分或加和运算，并建立起各阶矩的统一形式。我们下面介

绍两个重要的分析工具：矩母函数（Moment Generating Function）与特征函数（Characteristic

Function），它们可以把独立随机变量和分布的卷积运算转换为乘法运算，将随机变量各阶原点矩

的计算转换成简单的微分计算，甚至可以将随机变量序列的极限分布转换成一般函数极限问题。

定义27.14 (矩母函数). 设X是一个随机变量，函数

ψ(t) = E(etX) =

∫ +∞

−∞
etxf(x)dx,−∞ < t <∞,

称作X的矩矩矩母母母函函函数数数（Moment Generating Function, MGF）。

矩母函数ψ(t)对应随机变量X密度函数f(x)的拉普拉斯变换（Laplace Transformation），它

只与随机变量X的分布函数有关，如果随机变量X与Y 的分布函数相同，则它们的矩母函数

也相同。如果随机变量X有界（Bounded），则矩母函数ψ(t)对所有的t都是有限的（Finite）。否

则，矩母函数ψ(t) 可能对于Ḁ些t有限，而对其他t却不是有限的。唯一可以确定的是当t = 0时，

ψ(0) = E(1) = 1 <∞。我们在下文使用或讨论矩母函数时，统一假定矩母函数ψ(t) 的定义域是一

个含有t = 0的开区间，随后介绍的特征函数则在整个实数空间内都有良好的定义。

定义27.15 (特征函数). 设X是一个随机变量，复随机变量eitX的期望值

ϕ(t) = E(eitX) =

∫ +∞

−∞
eitxf(x)dx,−∞ < t <∞,

称作随机变量X的特特特征征征函函函数数数（Characteristic Function），其中i =
√
−1，且有欧欧欧拉拉拉公公公式式式

eitx = cos(tx) + i sin(tx).

特征函数ϕ(t)对应随机变量X密度函数f(x)的傅里叶变换（Fourier Transformation），并

且ϕ(t) = ψ(it)。由于|eitX | = 1，E(eitX)总是存在的，任意随机变量的特征函数都存在。如果随机

变量X连续，并且其特征函数ϕ(t)绝对可积，则根据反演公式

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφ(x)dx,

可以通过傅里叶逆变换解得随机变量X的密度函数f(x)。

特征函数ϕ(t)与矩母函数ψ(t)相同，依赖于随机变量的分布，分布相同则特征函数相同、矩母

函数相同，为此也常称作Ḁ分布的特征函数或分布的矩母函数，不同之处在于所有分布都存在唯一

的特征函数，但有些分布（如柯西分布、对数正态分布）不存在矩母函数。

性质27.5. 如果随机变量Y = aX + b，其中a, b都是常数，则有

ψY (t) = ebtψX(at),ϕY (t) = eibtϕX(at).
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证明：根据定义有

ψY (t) = E(etY ) = E(eatXebt) = ebtE(eatX) = ebtψX(at),

此外，ϕ(t) = ψ(it)，则

ϕY (t) = ψY (it) = eibtψX(ait) = eibtϕX(at),

证毕。

性质27.6. 如果X1, X2, . . . , Xn是独立随机变量，它们的矩母函数分别是ψ1,ψ2, . . . ,ψn，特征函数分

别是ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn，则随机变量Y =
∑
i
Xi的矩母函数ψ、特征函数ϕ有

ψ(t) =
∏

i

ψi(t),ϕ(t) =
∏

i

ϕi(t).

证明： 由于X1, X2, . . . , Xn是独立随机变量，对任意的t，etX1 , etX2 , . . . , etXn也是独立随机变量，

则有

ψ(t) = E(etY ) = E(
∏

i

etXi) =
∏

i

E(etXi) =
∏

i

ψi(t).

同理，易证ϕ(t) =
∏
i
ϕi(t)。

性质27.7. 假设随机变量X的矩母函数是ψ，特征函数是ϕ，如果E(Xn)存在，则ψ(t)与ϕ(t)存在n阶

导数，且对1 ≤ k ≤ n，有

ψ(k)(0) = E(Xk),ϕ(k)(0) = ikE(Xk).

证明：由于E(Xn)存在，则有 ∫ +∞

−∞
|x|nf(x)dx <∞,

于是含参变量t的广义积分ψ(t)与ϕ(t)可以对t求导n次，于是对1 ≤ k ≤ n，都有

ψ(k)(t) =

∫ +∞

−∞
xketxf(x)dx = E(XketX),ϕ(k)(t) =

∫ +∞

−∞
ikxketxf(x)dx = ikE(XketX).

当t = 0时，则有

ψ(k)(0) = E(Xk),ϕ(k)(0) = ikE(Xk).

证毕。

矩母函数与特征函数的这个性质为我们ᨀ供了一条求随机变量各阶矩的途径，比如

E(X) = ψ′(0) =
ϕ′(0)

i
, var(X) = ψ′′(0)− (ψ′(0))2 = −ϕ′′(0) + (ϕ′(0))2.

定义27.16 (协方差). 设(X,Y )是一个二维随机变量，如果E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]存在，则称此

数学期望为X和Y的协协协方方方差差差（covariance），或称为X和Y的相相相关关关（（（中中中心心心）））矩矩矩，并记作

cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = E(XY )− E(X)E(Y ).
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当cov(X,Y ) > (<,=)0时，称X和Y正（负、不）相关。如果X和Y相互独立，则E(XY ) =

E(X)E(Y )，则X和Y不相关：cov(X,Y ) = 0；反之不然。比如，随机变量X ∼ N(0,σ2)，Y = X2，

则X和Y不独立，但是cov(X,Y ) = 0。

协方差cov(X,Y )是含有量纲的统计量，为了消除量纲的影响，现在对协方差除以相同量纲的

量，可以得到一个新的统计量：相关系数（correlation coefficient）。

定义27.17 (相关系数). 设(X,Y )是一个二维随机变量，且var(X) > 0，var(Y ) > 0，则称

corr(X,Y ) =
cov(X,Y )√

var(X)
√
var(Y )

=
cov(X,Y )

σXσY

是X和Y的线性相关系数，简称相相相关关关系系系数数数。

相关系数corr(X,Y ) ∈ [−1, 1]刻画了X和Y之间的线性关系。如果corr(X,Y ) = 0时，则

称X和Y不相关，即X和Y之间没有线性关系，但两者之间可能存在其他的函数关系，比如平

方关系、对数关系、指数关系等。如果corr(X,Y ) = ±1时，则称X和Y完全正（负）相关。如

果0 < | corr(X,Y )| < 1，则称X和Y之间含有一定程度的线性关系，绝对值越大，则线性相关程度

越高，反之则越低。

27.3 概率分布

例27.2 (圆周率与统计). 圆周率π是一个数学常数，表示圆周长与其直径的比值。它是一个无理数，

精确计算它的数值成为古今中外无数数学人的梦想。有考古发现一块大约公元前1900年制造的古

巴比伦石匾上记载了圆周率的数值25/8 = 3.125。同时期的古埃及文物表明圆周率等于16/9的平

方，约等于3.16。公元前800年至600年成文的古印度宗教巨著《百道梵书》（Satapatha Brahmana）

显示圆周率等于分数339/108，约等于3.139。公元前2世纪，中国古算书《周髀算经》已经有“径

一而周三”的记载，圆周率是等于三的常数。公元前三世纪，古希腊大数学家阿基米德在《圆的度

量》中通过计算圆的外切和内接正多边形的周长确定圆周率的上下界，从正六边形开始逐渐增加到

正96边形，计算得到223/71 < π < 22/7，开创了人类历史上通过几何算法计算圆周率近似值之先

河。汉朝时，张衡得出圆周率的平方除以16等于5/8，圆周率等于10的算术平方根。公元约263年，

我国魏晋时期的数学家刘徽发明了“割圆术”，“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，

则与圆周合体而无所失矣”，通过计算圆内接正3,072 边形的面积求得π ≈ 3927/1250 = 3.1416。

公元约480年，我国南北朝时期的数学家祖冲之给出圆周率的不足近似值3.1415926和过剩近似

值3.1415927，人类历史上首次将圆周率的近似计算精确到小数点后7位。公元约530年，印度数学

大师Aryabhata利用384边形的周长，算出圆周率约为
√
9.8684。14世纪，印度数学家Madhava发现

了反正切级数解析式

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

2n+ 1
+ · · · ,
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当x = 1时，可以得到π的一个无穷级数（Madhava级数）
π

4
= arctan 1 = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ (−1)n

2n+ 1
+ · · · ,

通过变换得到如下可以快速收敛的无穷级数

π =
√
12

+∞∑

k=0

(−3)−k

2k + 1
=
√
12
(
1− 1

3× 3
+

1

5× 32
− 1

7× 33
+ · · ·

)
.

他使用前21项计算π精度达到11位的近似值π ≈ 3.14159265359。 1424年，阿拉伯数学家Jamshīd

al-Kāshī通过计算正3 × 228边形的周长，将π的精度提升到小数点后17位π ≈ 3.14159265358979324，

打破祖冲之保持近千年的记录。1593年，法国数学家François Viète发现可以收敛到π的无穷连乘积

的形式

2

π
=

√
2

2
×
√
2 +
√
2

2
×

√
2 +

√
2 +
√
2

2
× · · · .

1596年，德裔荷兰数学家Ludolph van Ceulen计算得到小数点后20位的圆周率，后来又刷新到小数

点后的35位。这个几乎耗尽其一生时间计算得到的35位圆周率近似值镌刻在他的墓碑上，并被后

人称作Ludolph数。苏格兰数学家James Gregory和德国数学家数学家Gottfried Wilhelm Leibniz分别

在1671年、1674年再次独立发现了Madhava级数，又称Madhava-Gregory-Leibniz级数。1706年，英

国数学家John Machin在Madhava-Gregory-Leibniz级数的基础上，提出世界上第一个圆周率快速计算

算法
π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
,

将圆周率的计算推至100位小数的大关。1789年，斯洛文尼亚数学家Jurij Vega使用Machin公式计算

得到140位小数的近似值，但是只有前126位计算正确。1841年，William Rutherford计算得到208位

小数的近似值，只有前152位计算正确。1873 年，英国业余数学家William Shanks通过Machin公

式将π的数值计算到小数点后707位，花费了整整15年的时间。1944年，英国的D. F. Ferguson借助

计算器检验发现Shanks的计算结果只有前527位正确。1947年，美国数学家Ivan Morton Niven证

明π是无理数。1948年，D. F. Ferguson和美国的John Wrench计算到小数点808位，成为人工计算圆

周率值的最高纪录。1949年，世界上第一台电子计算机ENIAC诞生，George Reitwiesner和John von

Neumann领导的一个小组使用ENIAC，经过70个小时的计算得到2,037位的结果。电子计算机的出

现以及高级计算理论的发展，使得π值的计算取得突飞猛进的成果，现在π的计算精度已经达到小

数点后1.33× 1013位。

1909年，法国数学家Émile Borel首次引入正正正规规规数数数（Normal Number）的概念，给出正常数

定理➊。正规数表示实数小数点前有限个数字及小数点后无穷数字序列，呈现随机的分布性

质，每个数字出现的机会均等。为了检验π的正规性，我们使用1996年David H. Bailey、Peter

Borwein和Simon Plouffe三位科学家提出的BBP公式

π =
∞∑

k=0

[
1

16k

(
4

8k + 1
− 2

8k + 4
− 1

8k + 5
− 1

8k + 6

)]
,

➊ 几乎所有实数都是正常数，非正常数的Lebesgue测度都等于零。
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无需计算π值前n位的前提下，直接计算π值第n+ 1位。现在我们统计π值前1,000万位小数所含数字

分布状况➊➋，见图27.1（左）。

图 27.1: 圆周率π值前1,000万位小数所含数字统计图（左）数字一阶转移概率矩阵图（右）

目前，我们还无法完全从理论上证明π的正则性，根据统计结果数字基本服从均匀分布

Pi ≈
1

10
= 0.1, i = 0, 1, . . . , 9,

数值计算几乎可以肯定π就是一个正则数。如果将每个数字当作一个状态，我们利用π小数部分相

邻数字建立各状态之间的一一一阶阶阶转转转移移移概概概率率率矩矩矩阵阵阵A = (aij)10×10，如图27.1（右）：

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.0997 0.1001 0.1002 0.0997 0.1003 0.1000 0.0995 0.0996 0.1009 0.0999

0.1005 0.0997 0.0997 0.1003 0.1003 0.0997 0.0997 0.0997 0.1001 0.1001

0.1001 0.1003 0.1000 0.0999 0.1000 0.1000 0.1001 0.1003 0.0997 0.1005

0.1001 0.0998 0.0994 0.1006 0.1001 0.1000 0.1001 0.0997 0.1001 0.1007

0.1003 0.1003 0.1003 0.0998 0.1000 0.1002 0.1004 0.1004 0.1001 0.1000

0.1002 0.1002 0.0999 0.0998 0.1001 0.1005 0.1000 0.1005 0.0996 0.1002

0.0998 0.0996 0.1007 0.1001 0.1005 0.1000 0.1000 0.0997 0.0999 0.0997

0.0994 0.1005 0.1001 0.1005 0.1000 0.1001 0.1001 0.1003 0.0998 0.1000

0.1000 0.0998 0.1003 0.1000 0.1001 0.1004 0.1003 0.1003 0.0998 0.0994

0.0999 0.0997 0.1003 0.0998 0.1004 0.1000 0.0997 0.1003 0.1004 0.1001

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

转移矩阵的每一项表示一个状态转移概率

P (πt = i|πt+1 = j) ≈ 0.1, i, j = 0, 1, 2, . . . , 9,

➊ http://pi.karmona.com/
➋ http://piworld.calico.jp/
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每个状态都是近似于随机跳转。

定义27.18 (二项分布). 如果记A为一次成功的伯努利实验，p为事件A发生的概率，X为n重伯努利

实验中成功的次数，则X的可能取值为0, 1, . . . , n，随机变量X的分布列为

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k (27.3)

则称X服从二二二项项项分分分布布布（Binomial Distribution），写作X ∼ B(n, p)。当n = 1时，则称X服从两两两点点点分分分

布布布，或称0− 1分分分布布布：

P (X = k) = pk(1− p)1−k, k = 0, 1 (27.4)

定义27.19 (几何分布). 如果记A为一次成功的伯努利实验，p为事件A发生的概率，X为重复伯努利

实验直至事件A发生所需的实验次数，则X的可能取值为1, . . . , n，随机变量X 的分布列为

P (X = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . . (27.5)

则称X服从几几几何何何分分分布布布（Geometric Distribution），写作X ∼ Geo(p)。

定理27.3 (几何分布的无记忆性). 假设X ∼ Geo(p)，则对任意正整数m与n，都有

P (X > m+ n|X > m) = P (X > n). (27.6)

定义27.20 (负二项分布). 如果记A为一次成功的伯努利实验，p为事件A发生的概率，X为重复伯努

利实验直至事件A出现r次所需的实验次数，则X的可能取值为r, r + 1, . . .，随机变量X 的分布列为

P (X = k) =

(
k − 1

r − 1

)
pr(1− p)k−r, k = r, r + 1, . . . , (27.7)

则称X服从负负负二二二项项项分分分布布布（Negative Binomial Distribution）或Pascal分分分布布布，写作X ∼ NB(r, p)。当r =

1时，退化为几何分布。

定义27.21 (超几何分布). 假设有N个产品，其中有M个不合格产品。如果无放回地从中随机抽

取n个，记X为抽取的n个产品中不合格的产品数目，则随机变量X 的分布列为

P (X = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)
(
N
n

) , k = 1, 2, . . . , r (27.8)

则称X服从超超超几几几何何何分分分布布布（Hypergeometric Distribution），即X ∼ HGeo(n,N,M)，其中r = min {M,n}，

并满足M ≤ N，n ≤ N，n,M,N ∈ N+。

定义27.22 (泊松分布). 如果随机变量X的分布列为

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . (27.9)

则称X服从泊泊泊松松松分分分布布布（Poisson Distribution），写作X ∼ Po(λ)。
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泊松分布是法国数学家Siméon-Denis Poisson于1837年首次公开的一种离散型概率分布，它适

合于刻画单位时间（或单位空间、单位产品）上随机事件发生的次数（计数过程），比如Ḁ一服务

设施在一定时间内到达的人数，电话交换机接到呼叫的次数，汽车站台的候客人数，机器出现的故

障数，自然灾害发生的次数，一块产品上的缺陷数，显微镜下单位分区细菌分布的数目等。

定义27.23 (均匀分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x; a, b) =

⎧
⎨

⎩

1
b−a , a < x < b,

0, else.
(27.10)

则称X服从区间(a, b)上的均均均匀匀匀分分分布布布（Uniform Distribution），写作X ∼ U(a, b)。

定义27.24 (指数分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x;λ) =

⎧
⎨

⎩
λe−λx, x ≥ 0,

0, x < 0.
(27.11)

则称X服从指指指数数数分分分布布布（Exponential Distribution），写作X ∼ Exp(λ)，λ > 0为率参数（Rate Parame-

ter），表示在单位时间间隔随机事件发生的次数。

定理27.4 (指数分布的无记忆性). 如果X ∼ E(λ)，则对任意的s, t > 0，都有

P (X > s+ t|X > s) = P (X > t). (27.12)

定义27.25 (正态分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x;µ,σ) =
1√
2πσ

exp{−(x− µ)2

2σ2
}, x ∈ (−∞,∞) (27.13)

则称X服从正正正态态态分分分布布布（Normal Distribution），也称高高高斯斯斯分分分布布布（Gaussian Distribution）或钟钟钟形形形分分分

布布布（Bell Distribution），记作X ∼ N(µ,σ2)，参数µ,σ 分别表示变量的均值与标准差。当µ = 0，

σ = 1时，X服从标标标准准准正正正态态态分分分布布布N(0, 1)。

推论27.1. 如果随机变量X ∼ N(µ,σ)，则随机变量Z = X−µ
σ ∼ N(0, 1)。

证明：根据连续变量分布函数的定义，对于任意的z ∈ R，Z的分布函数可表示如下：

F (z) = P (Z ≤ z) = P (
X − µ

σ
≤ z) = P (X ≤ µ+ zσ) =

∫ µ+zσ

−∞
f(x;µ,σ)dx,

展开可知

F (z) =

∫ µ+zσ

−∞

1√
2πσ

exp{−(x− µ)2

2σ2
}dx =

∫ z

−∞

1√
2π

exp{−x2

2
}dx,

直接求导可以得到相应的概率密度函数

f(z) =
1√
2π

exp{−x2

2
},

由此证得Z ∼ N(0, 1)。
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如果随机变量X ∼ N(µ,σ)，我们现在分析概率密度函数的凹凸性，对它求二次导数：

∂f(x;µ,σ)

∂x
=

1√
2πσ

exp{−(x− µ)2

2σ2
} 1

σ2
[
(x− µ)2

σ2
− 1],

由此可知f(x;µ,σ)的拐点在x = µ ± σ处，当|x| < µ + σ时，f(x;µ,σ)是凹函数，否则f(x;µ,σ)是

凸函数。此外，所有正态分布都遵循一个3σ原则：P (|x − µ| ≤ σ) = 68.27%，P (|x − µ| ≤ 2σ) =

95.45%，P (|x− µ| ≤ 3σ) = 99.7%，可以方便日常估算。

定理27.5. 如果随机变量X ∼ N(µ,σ)，则它的数学期望是µ。

证明：利用连续随机变量的数学期望定义可知

E(X) =
∫ +∞
−∞ xf(x;µ,σ)dx

=
∫ +∞
−∞ x 1√

2πσ
exp{− (x−µ)2

2σ2 }dx

= 1√
2πσ

∫ +∞
−∞ x exp{− (x−µ)2

2σ2 }dx

= 1√
2π

∫ +∞
−∞ (x+ µ) exp{−x2

2 }dx

= µ√
2π

∫ +∞
−∞ exp{−x2

2 }dx.

我们利用二重积分，通过极坐标变换
⎧
⎨

⎩
x = r cos θ,

y = r sin θ,

简化计算：

E(X)2 = µ2

2π

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ exp{−x2+y2

2 }dxdy

= µ2

2π

∫ 2π

0

∫ +∞
0

r exp{− r2

2 }drdθ

= µ2[exp{− r2

2 }|r=0 − exp{− r2

2 }|r=+∞]

= µ2,

由于E(X) > 0，则E(X) = µ得证。

定义27.26 (对数正态分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x;µ,σ) =
1

xσ
√
2π

exp{−(lnx− µ)2

2σ2
}, x > 0 (27.14)

则称X服从对对对数数数正正正态态态分分分布布布（Logarithmic Normal Distribution），也称高高高尔尔尔顿顿顿分分分布布布（Galton Distribu-

tion），记作X ∼ LN(µ,σ2)。

定理27.6. 如果X ∼ LogN(µ,σ2)，则Y = lnX ∼ N(µ,σ2)。如果σ > 0，则有

Z = (Y − µ)/σ ∼ N(0, 1).

定义27.27 (伽马分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x;α,λ) =

⎧
⎨

⎩

λα

Γ(α)x
α−1e−λx x ≥ 0,

0 x < 0.
(27.15)
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则称X服从伽伽伽马马马分分分布布布（Gamma Distribution），记作X ∼ Ga(α,λ)，其中α > 0为形形形状状状参参参数数数（Shape

Parameter），λ > 0为尺尺尺度度度参参参数数数（Scale Parameter），Γ表示如下形式的伽马函数：

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx, α > 0. (27.16)

当α = 1时，伽马分布退化为指数分布，当α = n/2，λ = 1/2时，伽马分布退化为自由度为n的卡方

分布。

定义27.28 (贝塔分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x; a, b) =

⎧
⎨

⎩

1
B(a,b)x

a−1(1− x)b−1, 0 < x < 1,

0, else.
(27.17)

则称X服从贝贝贝塔塔塔分分分布布布（Beta Distribution），记作X ∼ Be(a, b)，其中a, b > 0都是形状参数，B表示

如下形式的贝塔函数：

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx, a > 0, b > 0. (27.18)

根据伽马函数的定义可知两者存在下面形式的关系：

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
. (27.19)

当a = b = 1时，贝塔分布退化为均匀分布U(0, 1)。

定义27.29 (拉普拉斯分布). 如果随机变量X的概率密度函数为

f(x; η, θ) =
1

2θ
exp{− |x− η|

θ
}, x ∈ (−∞,∞) (27.20)

则称X服从拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯分分分布布布（Laplace Distribution），也称双双双指指指数数数分分分布布布，记作X ∼ La(η, θ)，参数η, θ分

别表示随机变量X 的均值与标准差。

1901年，Josiah Gibbs在研究统计力学时发现一种新的分布模型：玻尔兹曼分布（Boltzmann

Distribution），也称Gibbs分布。在统计和机器学习领域，玻尔兹曼分布又称作对数线性模型

（Log-linear Model）。

定义27.30 (玻尔兹曼分布). 在一个封闭系统中，当系统温度为T时，处于状态Si，能量为Ei的粒子

所占比例Ni/N
Ni

N
=

1

Z(T )
gi exp{−

Ei

κT
} (27.21)

其中，gi表示拥有能量Ei的状态数目，Z(T )是标准化因子，在统计力学中称配配配分分分函函函数数数（（（Partition

Function）））

Z(T ) =
∑

i

gi exp{−
Ei

κT
} (27.22)

而N表示系统中粒子总数N =
∑
i
Ni。
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定理27.7 (卷积公式). 假设X与Y是两个相互独立的连续型随机变量，两变量的概率密度函数分别

是fX(x)和fY (y)，则两者之和Z = X + Y的概率密度函数为

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy (27.23)

也称概率密度函数fX(x)和fY (y)的卷卷卷积积积（Convolution），可视作移移移动动动平平平均均均的推广。

定理27.8 (正态分布的可加性). 假设X ∼ N(µ1,σ2
1)，Y ∼ N(µ2,σ2

2)，且相互独立，则Z = X+Y ∼

N(µ1 + µ2,σ2
1 + σ2

2)。

27.4 概率不等式

27.4.1. 集中不等式

集中不等式（Concentration Inequalities）刻画了一个随机变量在给定取值附近集中分布的状

况。比如，大数定律᧿述了一系列独立同分布随机变量的均值在概率上趋近于它们的数学期望。当

变量数目逐渐增大，变量均值会集中在变量期望附近。

定理27.9 (Markov不等式). 假设X是非负随机变量，存在期望E(X)。对于任意的实数t > 0，都有

P (X ≥ t) ≤ E(X)

t
(27.24)

证明：记变量

I =

⎧
⎨

⎩
1 X ≥ t

0 X < t
(27.25)

由于I ≤ X/t，两边同时取期望，则有P (X ≥ t) = E(I) ≤ E(X)/t成立。

定理27.10 (Mill不等式). 假设随机变量X ∼ N(0, 1)，则对任意的实数t > 0，都有

P (|X| > t) ≤
√

2

π

e−t2/2

t
.

证明：根据定义则有

P (|X| > t) =
∫ −t

−∞ f(x)dx+
∫ +∞
t

f(x)dx

= 2
∫ +∞
t

1√
2π
e−x2/2dx

≤
√

2
π

∫ +∞
t

x
t e

−x2/2dx

=
√

2
π

e−t2/2

t .

证毕。

定理27.11 (Chebyshev不等式). 假设随机变量X存在期望µ = E(X)和方差σ2 = var(X)，则对任意

的实数t > 0，都有

P (|X − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2
(27.26)
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证明：由于(X − µ)2是非负随机变量，由Markov不等式可知

P ((X − µ)2 ≥ t2) ≤ E[(X − µ)2]

t2
=
σ2

t2
(27.27)

等价于

P (|X − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2
(27.28)

若记Z = (X − µ)/σ，则有

P (|Z| ≥ 2) ≤ 1

4
, P (|Z| ≥ 3) ≤ 1

9
(27.29)

Chebyshev不等式并未限定随机变量分布的具体形式，存在广泛应用。

定理27.12 (Chernoff界). 如果随机变量X存在矩母函数ψ，则对任意的t，都有

P (X ≥ t) ≤ min
s>0

ψ(s)

est
.

证明：对于任意的s > 0，都有

P (X ≥ t) = P (esX ≥ est),

根据Markov不等式可得

P (esX ≥ est) ≤ e−stE(esX =
ψ(s)

est
.

由于s的任意性，从而可得

P (X ≥ t) ≤ min
s>0

ψ(s)

est
.

引理27.1 (Hoeffding法则). 假设X是[a, b]上的随机变量，并且E(X) = 0，则对任意实数t > 0有

ψ(t) = E[etX ] ≤ et
2(b−a)2/8 (27.30)

证明：由于etX是凸函数，则由Jensen不等式可知

etX ≤ b−X

b− a
eta +

X − a

b− a
etb (27.31)

两边同时取期望，则有

E[etX ] ≤ E(b−X)

b− a
eta +

E(X − a)

b− a
etb (27.32)

由于E(X) = 0，所以

E[etX ] ≤ b

b− a
eta − a

b− a
etb ! eφ(t) (27.33)

其中，φ(t) = ln
(

b
b−ae

ta − a
b−ae

tb
)
，我们只要证明φ(t) ≤ t2(b− a)2/8即可。

由于

φ′(t) =
ab

beta − aetb
(eta − etb) (27.34)

φ′′(t) =
(1− α)e−t(b−a)

[(1− α)e−t(b−a) + α]
× α

[(1− α)e−t(b−a) + α]
× (b− a)2 ≤ 1

4
(b− a)2, (27.35)
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其中，α = −a
b−a。根据Taylor展开式，可知存在θ ∈ [0, t]，满足

φ(t) = φ(0) + tφ′(0) +
1

2
t2φ′′(θ) ≤ 1

8
t2(b− a)2 (27.36)

则命题得证。

定理27.13 (Hoeffding不等式). 假设X1, . . . , Xn是相互独立的随机变量，且Xi ∈ [ai, bi], i = 1, . . . , n。

记Sn =
∑
i
Xi，对任意的ϵ > 0则有

P (|Sn − E(Sn)| ≥ ϵ) ≤ exp

{
− 2ϵ2∑

i
(bi − ai)2

}
. (27.37)

证明：由于P (Sn − E(Sn) ≥ ϵ) = P (eSm−E(Sm) ≥ eϵ)，根据Markov不等式，则有

P (et[Sn−E(Sn)] ≥ etϵ) ≤ E[et[Sn−E(Sn)]]

etϵ
=

E[
∏
i
et(Xi−E(Xi))]

etϵ
(27.38)

由X1, X2, . . . , Xn的独立性和Hoeffding法则有

E[
∏
i
et(Xi−E(Xi))]

etϵ
=

∏
i
E[et(Xi−E(Xi))]

etϵ
≤

∏
i
et

2(bi−ai)
2/8

etϵ
=

e
t2

∑
i
(bi−ai)

2/8

etϵ
(27.39)

只要取t = 4ϵ/
∑
i
(bi − ai)2，则

P (Sm − E(Sm) ≥ ϵ) ≤ exp

{
− 2ϵ2∑

i
(bi − ai)2

}
, (27.40)

同理可证

P (Sm − E(Sm) ≤ −ϵ) ≤ exp

{
− 2ϵ2∑

i
(bi − ai)2

}
, (27.41)

命题得证。

Hoeffding不等式从本质上说明一组独立随机变量的均值离开其期望值的可能性以指数形式衰

减，即有

P (|X̄ − E(X̄)| ≥ ϵ) ≤ exp

{
− 2n2ϵ2∑

i
(bi − ai)2

}
→ 0 (n→∞).

如果每个随机变量都有一个较小的方差，我们可以推导出更紧的概率界。

引理27.2 (Azuma法则). 假设随机变量X和Y满足E(X|Y ) = 0，且存在函数f和常数c使得不等

式f(Y ) ≤ X ≤ f(Y ) + c成立，则对任意的实数t > 0都有

E(etX |Y ) ≤ exp{ t
2c2

8
}. (27.42)
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证明： 根据Hoeffding法则与条件期望的相加性，命题易证。我们令a = f(Y )，b = f(Y ) + c，于

是b− a = c。由于etX是凸函数，则由Jensen不等式可知

etX ≤ b−X

b− a
eta +

X − a

b− a
etb (27.43)

由E(X|Y ) = 0和条件期望的线性相加性可得：

E(etX |Y ) ≤ E

(
b−X

b− a
eta +

a−X

b− a
etb|Y

)
=

beta − aetb

b− a
. (27.44)

之后证明与Hoeffding不等式的证明完全一致，命题得证。

定义27.31 (鞅差序列). 假设X1, X2, . . .和Y1, Y2, . . .是两个随机变量序列，如果对于任意i > 0，

Yi是X1, X2, . . . , Xi的函数，且有

E(Yi+1|X1, X2, . . . , Xi) = 0,

则称Y1, Y2, . . .是关于X1, X2, . . .的鞅鞅鞅差差差序序序列列列。

定理27.14 (Azuma不等式). 假设Y1, Y2, . . .是关于X1, X2, . . .的鞅差序列，如果对于任意的i > 0，都

存在常数ci和关于X1, X2, . . . , Xi−1的随机变量Zi，并满足不等式Zi ≤ Yi ≤ Zi + ci，那么对任意

的ϵ > 0和正整数n都有

P (|
∑

n

Yi| ≥ ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
.

证明：假设Sk =
k∑

i=1
Yi，1 ≤ k ≤ n，则对任意的实数t > 0，由Markov不等式易知

P (Sn ≥ ϵ) = P (tSn ≥ tϵ) ≤ EetSn

etϵ
=

E(etSn−1etYn)

etϵ
,

并且etSn−1是X1, X2, . . . , Xn−1的函数，由条件期望的性质可得

E(etSn−1etYn) = E
(
etSn−1E(etYn |X1, X2, . . . , Xn−1)

)
.

根据Azuma法则可知E(etYn |X1, X2, . . . , Xn−1) ≤ et
2c2n/8，于是有

P (Sn ≥ ϵ) ≤
E(etSn−1etYn)

etϵ
≤ E(etSn−1et

2c2n/8)

etϵ
≤ · · · ≤ e

t2
∑
i
c2i /8

etϵ
.

如果取t = 4ϵ/
∑
i
c2i，可得

P (
∑

i

Yi ≥ ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
,

同理可证

P (
∑

i

Yi ≤ −ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
,

命题得证。
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定理27.15 (McDiarmid不等式). 假设X1, . . . , Xn ∈ X是相互独立的随机变量且存在实数c1, . . . , cn >

0和函数f : X n -→ R，使得对于任意的x1, . . . , xi, . . . , xn, x′
i都有

|f(x1, . . . , xi, . . . , xn)− f(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn)| ≤ ci,

设f(S) = f(X1, X2, . . . , Xn)，那么对于任意的ϵ > 0和正整数n有

P (|f(S)− E(f(S))| ≥ ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
. (27.45)

证明：我们记随机变量Y = f(S)− E(f(S))和随机变量序列{Yk}nk=1：

Y1 = E(Y |X1)− E(Y ),
...

Yk = E(Y |X1, X2, . . . , Xk)− E(Y |X1, X2, . . . , Xk−1), k = 2, 3, . . . , n,

显然
∑
k
Yk = E(Y |X1, X2, . . . , Xn)− E(Y )，৾E(Y ) = 0，而

E(Y |X1, X2, . . . , Xn) = E(f(S)− E(f(S))|X1, X2, . . . , Xn)

= E(f(S)|X1, X2, . . . , Xn)− E(E(f(S))|X1, X2, . . . , Xn),

由于f(S)是X1, X2, . . . , Xn的一个函数，E(f(S))是个标量，所以有

∑

k

Yk = E(Y |X1, X2, . . . , Xn) = f(S)− E(f(S)) = Y.

此外，根据条件期望的性质可知

E(Y |X1, . . . , Xk) = E(E(Y |X1, . . . , Xk)|X1, . . . , Xk−1),

于是

E(Yk|X1, . . . , Xk−1) = E(E(Y |X1, X2, . . . , Xk)− E(Y |X1, X2, . . . , Xk−1)|X1, . . . , Xk−1)

= E(E(Y |X1, X2, . . . , Xk)|X1, . . . , Xk−1)−

E(E(Y |X1, X2, . . . , Xk−1)|X1, . . . , Xk−1)

= E(Y |X1, . . . , Xk)− E(Y |X1, X2, . . . , Xk−1)

= 0.

所以序列Y1, Y2, . . . , Yn是关于X1, X2, . . . , Xn的鞅差序列。由于E(f(S))是个标量，则

Yk = E(Y |X1, . . . , Xk)− E(Y |X1, . . . , Xk−1) = E(f(S)|X1, . . . , Xk)− E(f(S)|X1, . . . , Xk−1),

我们定义Uk和Vk：

Uk = sup
X

E(f(S)|X1, . . . , Xk−1, X)− E(f(S)|X1, . . . , Xk−1),

Vk = inf
X

E(f(S)|X1, . . . , Xk−1, X)− E(f(S)|X1, . . . , Xk−1),
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可知Uk − Vk = sup
X,X′

E(f(S)|X1, X2, . . . , Xk−1, X)− E(f(S)|X1, X2, . . . , Xk−1, X ′) ≤ ck，从而有不

等式Vk ≤ Yk ≤ Uk ≤ Vk + ck，由Azuma不等式可得：

P (f(S)− E(f(S)) ≥ ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
,

同理可证

P (f(S)− E(f(S)) ≤ −ϵ) ≤ exp
{
− 2ϵ2∑

i
c2i

}
.

证毕。

如果取f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
i
xi，可以看出Hoeffiding不等式是McDiarmid不等式的一个特例。

定理27.16 (Bennett不等式和Bernstein不等式). 假设随机变量X1, X2, . . . , Xn是独立的随机变量，

且Xi ≤ c，E(Xi) = 0，E(X2
i ) = σ2

i。如果记σ
2 =

∑
i
σ2
i /n，那么对任意的实数ϵ > 0有

P
(∑

i

Xi/n ≥ ϵ
)
≤ exp

{
− nσ2

c2
f(
ϵc

σ2
)

}
, (27.46)

P
(∑

i

Xi/n ≥ ϵ
)
≤ exp

{
− nϵ2

2σ2 + 2ϵc/3

}
. (27.47)

其中函数f(x) = (1 + x) log(1 + x)− x，两个不等式分别称作Bennett不等式和Bernstein不等式。

证明：对任意实数t > 0，由Markov不等式和X1, X2, . . . , Xn的独立性易知：

P
(∑

i

Xi/n ≥ ϵ
)
= P

(
e
t
∑
i
Xi

≥ enϵt
)
≤ E(e

t
∑
i
Xi

)

enϵt
=

∏
i
E(etXi)

enϵt
. (27.48)

我们定义R上的一个连续函数g(x)：

g(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ex − 1− x

x2
, x ∈ R \ {0},

1

2
, x = 0.

可以证明g(x)是单调递增函数，那么给定t > 0，对于任意的x ≤ c都有g(tx) ≤ g(tc)，即是说

etx ≤ 1 + tx+
x2

c2
(etc − 1− tc),

根据期望的线性性质，以E(Xi) = 0和E(X2
i ) = σ2

i可得

E(etXi) ≤ E
[
1 + tXi +

X2
i

c2
(etc − 1− tc)

]
= 1 +

σ2
i

c2
(etc − 1− tc) ≤ eσ

2
i (e

tc−1−tc)/c2 ,

于是

P
(∑

i

Xi/n ≥ ϵ
)
≤

∏
i
E(etXi)

enϵt
≤

∏
i
eσ

2
i (e

tc−1−tc)/c2

enϵt
=

eσ
2(etc−1−tc)/c2

enϵt
.

如果取t = log(1 + (ϵc)/σ2)/c，可以证得Bennett不等式。
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我们引入函数

h(x) = f(x)− 3

2

x2

x+ 3
,

可以证明h(x)是单调递增函数，且h(0) = 0，所以h(x) ≥ 0，即f(x) ≥ 3
2

x2

x+3，于是可以证

得Bernstein不等式成立。

这些形式相似的概率不等式᧿述了一组独立随机变量的均值偏离其期望的概率。如果将每个随机

变量看做是Ḁ个样本的分类情况，那么通过这些不等式我们可以直接推得泛化误差偏离经验误差

的概率，也是统计学习理论分析的基本思路。

27.4.2. 大数定律

大数定律（Law of Large Numbers）讨论随机变量和的平均值的收敛情况，是数理统计学中

参数估计的理论基础。中心极限定理（Central Limit Theorem）是讨论随机变量序列部分和的分

布渐进收敛于正态分布的一组定理，是数理统计学中误差分析的理论基础，指出大量随机变量

近似服从正态分布的条件。大数定律和中心极限定理都涉及到随机变量序列的收敛性分析，比

如大数定律涉及到依概率收敛（Convergence in Probability），中心极限定理涉及到依分布收敛

（Convergence in Distribution）。这些极限定理（Limit Theorems）是概率论的重要内容和数理统

计学的基石之一➊。

定义27.32 (依概率收敛). 假设{Xn, n ∈ N}是一个随机变量序列，X是一个随机变量。如果对任意

的ϵ > 0，都有

lim
n→+∞

P (|Xn −X| < ϵ) = 1,

则称{Xn, n ∈ N}依依依概概概率率率收收收敛敛敛于X，记作Xn
P−→ X。

定义27.33 (几乎处处收敛). 假设{Xn, n ∈ N}是一个随机变量序列，X是一个随机变量。如果

P ( lim
n→+∞

Xn = X) = 1,

则称{Xn, n ∈ N}几几几乎乎乎处处处处处处收收收敛敛敛（Almost Surely Converge）或以以以概概概率率率1收收收敛敛敛（Converge with Probabil-

ity One）于X，记作Xn
a.s−→ X。

定义27.34 (依分布收敛). 假设{Xn, n ∈ N}是一个随机变量序列，X是一个随机变量，Xn的分布函

数是Fn(x)，X的分布函数是F (x)。如果对F (x)的任意连续点x，都有

lim
n→+∞

Fn(x) = F (x), n ∈ N,

➊ 18∼19世纪，极限定理一直是概率论研究的中心课题。Bernoulli大数定律是第一个从数学上被严格证明的概率论定律，由Bernoulli在

其1713年出版的《推测术》中详细给出，而“大数定律”这个名称是由Poisson在1837年给出。美籍匈牙利数学家George Polya是第

一个在论著中使用“中心极限定理”（1920）术语的人，他还首创了术语“随机游走”（Random Walk，1921）。最初的中心极限定

理是关于n重Bernoulli试验的，1716年法国数学家Abraham de Moivre讨论了p = 1/2的情形，随后Pierre-Simon Laplace将其推广

到0 < p < 1的情形。从19世纪中叶到20世纪初，一大批著名的前苏联数学家运用严格的、强有力的数学分析工具，如傅里叶变换等，

将Bernoulli大数定律、De Moivre-Laplace中心极限定理推广到一般随机变量序列部分和的情形。
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则称{Fn(x), n ∈ N}弱弱弱收收收敛敛敛于F (x)，记作Fn(x)
W−→ X，也称{Xn, n ∈ N}依依依分分分布布布收收收敛敛敛于X，记

作Xn
L−→ X。

定理27.17 (Bernoulli大数定律). 设{Xn, n ∈ N}是独立的两点分布随机变量序列，P (Xn = 1) = p，

P (Xn = 0) = 1− p，0 < p < 1，记序列前n个随机变量的部分和

Sn =
n∑

i=1

Xi,

则Sn/n
P−→ p，对任意的ϵ > 0都有

lim
n→+∞

P (|Sn

n
− p| < ϵ) = 1.

证明： 由于Sn ∼ B(n, p)，则Sn/n的数学期望和方差都存在，且E(Sn/n) = p，var(Sn/n) =

p(1− p)/n。根据Chebyshev不等式，对任意的ϵ > 0，都有

1 ≥ P (|Sn

n
− p| < ϵ) ≥ 1− var(Sn/n)

ϵ2
= 1− p(1− p)

nϵ2
,

当n→ +∞时，不等式右端趋于1：

lim
n→+∞

P (|Sn

n
− p| < ϵ) = lim

n→+∞
P (| 1

n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

E(Xi)| < ϵ) = 1,

命题得证。

定义27.35. 设{Xn, n ∈ N}是一个随机变量序列，如果对任意的ϵ > 0，都有

lim
n→+∞

P (| 1
n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

E(Xi)| < ϵ) = 1,

则称{Xn, n ∈ N}服从大数定律。

定理27.18 (Chebyshev大数定律). 设{Xn, n ∈ N}是一个独立随机变量序列，如果每个随机变

量Xn的方差存在，且有共同的上界，即var(Xn) ≤ c，则{Xn, n ∈ N}服从大数定律。

证明：由于{Xn, n ∈ N}相互独立，则部分和均值方差

var(
1

n

n∑

i=1

Xi) =
1

n2

n∑

i=1

var(Xi) ≤
c

n
.

根据Chebyshev不等式，对任意的ϵ > 0都有

lim
n→+∞

P (| 1
n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

E(Xi)| < ϵ) ≥ 1−
var(

n∑
i=1

Xi/n)

ϵ2
≥ 1− c

nϵ2
.

当n→ +∞时，有

lim
n→+∞

P (| 1
n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

E(Xi)| < ϵ) = 1,

命题得证。

$%"&'#( 365 )!*+",$



搜索与排名 Searching and Ranking
!"#

Chebyshev大数定律只要求{Xn, n ∈ N}相互独立，并不要求它们是同分布的。如果它们是独立同

分布，且方差有限，则{Xn, n ∈ N}必然服从大数定律。Bernoulli大数定律是Chebyshev大数定律

的一个特例。此外，根据证明过程可知，只要有

1

n2
var(

n∑

i=1

Xi)→ 0(n→ +∞),

则大数定律就能成立。这个条件称作“Markov条件”。

定理27.19 (Markov大数定律). 设{Xn, n ∈ N}是一个随机变量序列，那么有

lim
n→+∞

1

n2
var(

n∑

i=1

Xi) = 0,

则{Xn, n ∈ N}服从大数定律。

证明：利用Chebyshev不等式易证。

Markov大数定律对随机变量序列{Xn, n ∈ N}没有任何同分布、独立性、不相关的假定。

Chebyshev大数定律可由Markov大数定律推得。我们知道，一个随机变量的方差存在，则其

数学期望一定存在。反之，如果一个随机变量的数学期望存在，则其方差不一定存在。Bernoulli大

数定律、Markov大数定律和Chebyshev大数定律都均假定随机变量序列{Xn, n ∈ N}的方差存在，

Khintchine大数定律只是要求序列的数学期望存在。

定理27.20 (Khintchine大数定律). 设{Xn, n ∈ N}是一个独立同分布的随机变量序列，如果Xn的数

学期望存在，则{Xn, n ∈ N}服从大数定律。

定理27.21 (Kolmogorov强大数定律). 设{Xn, n ∈ N}是一个独立同分布的随机变量序列，则E(|Xn|) <

∞的充要条件是

P ( lim
n→+∞

∣∣ 1
n

n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑

i=1

E(Xi)
∣∣ < ϵ) = 1.

27.4.3. 中心极限定理

定理27.22 (Linderberg-Levy中心极限定理). 假设{Xn, n ∈ N}是独立同分布的随机变量序列，

且E(Xi) = µ，var(Xi) = σ2 > 0，如果记

Zn =
(X1 +X2 + . . .+Xn)− nµ

σ
√
n

,

当n→∞时，则有Zn ∼ N(0, 1)，即是说，对任意的z ∈ R，都有

lim
n→+∞

P (Zn ≤ z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

t2

2 dt.

Linderberg-Levy中心极限定理具有广泛应用，它只假设{Xn, n ∈ N}独立同分布、方差存在，

无论具体分布是什么，只要n充分大，都可以利用标准正态分布去逼近，说明了正态分布的普遍

性。
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定理27.23 (De Moivre-Laplace极限定理). 假设{Xn, n ∈ N}是独立两点分布的随机变量序列，

且E(Xi) = p，var(Xi) = pq > 0，如果记

Zn =
(X1 +X2 + . . .+Xn)− np

√
npq

,

当n→∞时，则有Zn ∼ N(0, 1)。

De Moivre-Laplace极限定理是概率论历史上第一个中心极限定理，属于Linderberg-Levy中心

极限定理的一个特例。由于X1 +X2 + . . .+Xn ∼ B(n, p)，也称“二项分布的正态近似”。

Linderberg-Levy中心极限定理是建立在独立同分布的假设条件下，在实际问题中随机变量序

列{Xn, n ∈ N}的独立性很常见，但是同分布的假设相对苛刻。为了使极限分布是正态分布，必须

限定Sn =
n∑

i=1
Xi的各个加和项，使得它们在概率意义下“均匀地小”。假设{Xn, n ∈ N}是相互独立

的随机变量序列，它们具有有限的数学期望和方差：

E(Xi) = µi, var(Xi) = σ2
i , i = 1, 2, . . . .

我们将随机变量部分和Sn进行标准化处理：

Zn =
Sn − (µ1 + µ2 + . . .+ µn)

Bn
=

n∑

i=1

Xi − µi

Bn
.

其中Bn = var(Sn)。如果要求Zn中各项“均匀地小”，即对任意的τ > 0，要求事件

Ani =
{ |Xi − µi|

Bn
> τ

}
=
{
|Xi − µi| > τBn

}

发生的可能性小，或直接要求其概率趋于0。为此，我们设定

lim
n→+∞

P ( max
1≤i≤n

|Xi − µi| > τBn) = 0.

由于

P ( max
1≤i≤n

|Xi − µi| > τBn) = P (
n⋃

i=1

(|Xi − µi| > τBn)) ≤
n∑

i=1

P (|Xi − µi| > τBn),

如果设各个随机变量Xi都是连续的，并且对应密度函数是fi(x)，则

n∑
i=1

P (|Xi − µi| > τBn) =
n∑

i=1

∫
|x−µi|>τBn

fi(x)dx

≤ 1
τ2B2

n

n∑
i=1

∫
|x−µi|>τBn

(x− µi)2fi(x)dx,

只要对任意的τ > 0，有

lim
n→+∞

1

τ 2B2
n

n∑

i=1

∫

|x−µi|>τBn

(x− µi)
2fi(x)dx = 0, (27.49)

就可保证Zn各加和项“均匀地小”。
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定理27.24 (Linderberg中心极限定理). 设{Xn, n ∈ N}是一个独立随机变量序列，如果它满

足Linderberg条件（公式27.49），则对任意的z ∈ R，有

lim
n→+∞

P (
1

Bn

n∑

i=1

(Xi − µi) ≤ z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

t2

2 dt.

可以证明，如果随机变量序列是独立同分布、方差有限的序列，则它一定满足Linderberg条

件，则Linderberg-Levy中心极限定理与De Moivre-Laplace极限定理都是Linderberg中心极限定理

的特例。此外，一般性的Linderberg条件在实际使用时不易验证，Lyapunov中心极限定理ᨀ出更

容易验证的Lyapunov条件。

定理27.25 (Lyapunov中心极限定理). 设{Xn, n ∈ N}是一个独立随机变量序列，如果存在δ > 0，满

足Lyapunov条条条件件件

lim
n→+∞

1

B2+δ
n

n∑

i=1

E(|Xi − µi|2+δ) = 0, (27.50)

则对任意的z ∈ R，有

lim
n→+∞

P (
1

Bn

n∑

i=1

(Xi − µi) ≤ z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

t2

2 dt.

27.5 统计与抽样分布

前面几节属于概率论的范畴，一切计算和推理都是建立在随机变量概率分布已知的假定之上。

在处理实际问题时，往往需要收集和整理复杂多样的数据，并借助一些高级的分析方法进行推断和

预测，这些就是统计学主要的工作内容。

在统计问题中，我们把统计分析研究对象的全体称作总体（Population），而构成总体的每个

成员称作个体（Individual）。总体隐含一个内在的概率分布，统计学期望了解总体的潜在分布，

利用抽样技术从总体中随机抽取样本（Sample），根据样本统计特征深化对样本总体的了解。为了

能够通过样本对总体做出比较可靠的推断，我们希望样本能够很好地代表总体，一般地会对抽样技

术ᨀ出一些要求，保证样本的随机性和独立性等性质。

定义27.36 (统计量). 假设x1, x2, . . . , xn是取自某总体的样本，如果样本函数T = T (x1, x2, . . . , xn)中

不含任何未知参数，则称T为统统统计计计量量量，统计量的分布称作抽抽抽样样样分分分布布布（Sample Distribution）。

定义27.37 (样本均值). 假设x1, x2, . . . , xn是取自某总体的样本，其算术平均值称作称作样样样本本本均均均值值值

（Sample Mean），一般记作x̄，则有

x̄ =
1

n

∑

i

xi. (27.51)

定理27.26. 假设x1, x2, . . . , xn是取自某总体的样本，则样本数据与样本均值的偏差平方和最小，对

任意的α ∈ R，都有
∑

i

(xi − x̄)2 ≤
∑

i

(xi − α)2.
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定理27.27. 假设x1, x2, . . . , xn是取自某总体的样本，（甲）如果总体分布是N(µ,σ2)，则样本均

值x̄ ∼ N(µ,σ2/n)；（乙）如果总体分布未知或总体分布不是正态分布，但是E(x) = µ, var(x) =

σ2，则当n较大时，x̄的渐渐渐近近近分分分布布布是N(µ,σ2)，记作：x̄
•∼ N(0, 1)。

定理27.28. 设总体X具有二阶矩，即E(X) = µ，var(X) = σ2 < +∞，x1, x2, . . . , xn是从总体X抽

取的样本，x̄和s2分别是样本均值和样本方差，则有E(x̄) = µ，var(x̄) = σ2/n，E(s2) = σ2。

定义27.38 (样本方差和标准差). 假设x1, x2, . . . , xn是取自某总体的样本，则它关于样本均值x̄的偏

差平方和

s2 =
1

n

∑

i

(xi − x̄i)
2 (27.52)

称为有有有偏偏偏样样样本本本方方方差差差（Biased Sample Variance），其算术平方根s称为样样样本本本标标标准准准差差差（Standard Devia-

tion）。在许多应用场合，样本量很小，通常使用如下公式计算无无无偏偏偏样样样本本本方方方差差差（Unbiased Sample

Variance）与标准差➊：

s2 =
1

n− 1

∑

i

(xi − x̄i)
2. (27.53)

如果样本x1, x2, . . . , xn是独立同分布的，并且总体X的分布函数是F (x)，则样本的联合分布函

数可以表示如下：

F (x1, x2, . . . , xn) =
∏

i

F (xi).

定义27.39 (次序统计量). 假设X1, X2, . . . , Xn是取自总体X的样本，X(i)称为样本的第第第i个个个次次次序序序

统统统计计计量量量（Order Statistic），其取值是将样本观测值由小到大排列后得到的第i个观测值，其

中X(1) = min {X1, X2, . . . , Xn}称为样本的最最最小小小次次次序序序统统统计计计量量量，X(n) = max {X1, X2, . . . , Xn}称为

样本的最最最大大大次次次序序序统统统计计计量量量。如果对n个样本从小到大顺次排列，样本Xi在排列中的位置Ri称作排名

（Rank）。如果Xi = X(1)，则有Ri = 1；如果Xi = X(n)，则有Ri = n。

对于一个简单随机样本，X1, X2, . . . , Xn独立同分布，次序统计量X(1), X(2), . . . , X(n)既不相互

独立，分布也不相同。样本的排名(R1, R2, . . . , Rn)是整数(1, 2, . . . , n)的一种排列。

定理27.29 (单个次序统计量概率分布). 假设总体X的概率密度函数为f(x)，分布函数为F (x)，

X1, X2, . . . , Xn为样本，则第i个次序统计量X(i)的概率密度函数为

fi(x) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
[F (x)]i−1[1− F (x)]n−if(x). (27.54)

➊ 无偏样本方差中1/(n − 1)项称作Bessel校正，而n − 1称作偏差平方和的自由度（Degree of Freedom）：当x̄确定后，由于条

件
∑
i
(xi − x̄) = 0的约束，n个偏差x1 − x̄, . . . , xn − x̄中只有n − 1个数据可以自由变动，总有一个偏差不能自由取值。
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证明：根据定义，第i个次序统计量X(i)的概率分布函数

F (X(i) ≤ x) = P (在n个样本观测值中至少有i个不大于x) (27.55)

=
n∑

k=i

(
n

k

)
P (X ≤ x)k(1− P (X ≤ x))n−k (27.56)

=
n∑

k=i

(
n

k

)
F (x)k(1− F (x))n−k. (27.57)

根据概率分布函数，可以确定概率密度函数

fi(x) =
dF (X(i) ≤ x)

dx
(27.58)

=
n∑

k=i

(
n

k

)
kF (x)k−1(1− F (x))n−kf(x)− (27.59)

n∑

k=i

(
n

k

)
(n− k)F (x)k(1− F (x))n−k−1f(x) (27.60)

=
n∑

k=i

n!

(k − 1)!(n− k)!
F (x)k−1(1− F (x))n−kf(x)− (27.61)

n−1∑

k=i

n!

k!(n− k − 1)!
F (x)k(1− F (x))n−k−1f(x) (27.62)

=
n!

(i− 1)!(n− i)!
F (x)i−1[1− F (x)]n−if(x). (27.63)

定理27.30 (序偶次序统计量概率分布). 假设总体X的概率密度函数为f(x)，分布函数为F (x)，

X1, X2, . . . , Xn为样本，则序偶次序统计量(X(i), X(j)), i < j的联合分布概率密度函数为

fij(y, z) =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
[F (y)]i−1[F (z)− F (y)]j−i−1[1− F (z)]n−jf(y)f(z), y ≤ z.

(27.64)

定理27.31 (次序统计量联合概率分布). 假设总体X的概率密度函数为f(x)，分布函数为F (x)，

X1, X2, . . . , Xn为样本，则统计量(X(1), X(2), . . . , X(n))的联合分布概率密度函数为

fπ(t1, t2, . . . , tn) = n!
∏

i

f(ti)It1≤t2≤...≤tn . (27.65)

定理27.32 (斯特林近似). 假设

sn =
1

2
log(2π) + (n+

1

2
) log n− n, (27.66)

则有

lim
n→∞

|sn − log n!| = 0, (27.67)

等价于

lim
n→∞

√
2πnn+ 1

2 e−n

n!
= 1. (27.68)
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定义27.40 (样本分位数与中位数). 假设总体X概率密度函数为f(x)，分布函数为F (x)，给定样

本x1, . . . , xn，则它们的α分位数mα定义如下：

mα =

⎧
⎨

⎩
x⌈nα⌉, nα /∈ N+,

1
2 [xnα + xnα+1], nα ∈ N+.

(27.69)

当α = 0.5时，α分位数又称“中位数”。

定理27.33 (α分位数渐进概率分布). 假设总体X的概率密度函数为f(x)，它的α分位数为xα，

f(x)在xα处连续且f(xα) > 0，则当n→ +∞时，样本的α分位数mα的渐进分布为

mα ∼ N(xp,
p(1− p)

n× f2(xp)
). (27.70)

特别地，对于样本中位数，当n→ +∞时近似地有

m0.5 ∼ N(x0.5,
1

4n× f2(x0.5)
). (27.71)

由于很多统计推断都基于正态分布假设，以标准正态变量为基石构造出来的三个著名统计量在

实际中存在广泛应用。本小节详细介绍三大抽样分布的构造。

定义27.41 (卡方分布). 假设{Xi}ni=1是独立同分布于N(0, 1)的随机变量序列，则Y =
∑
i
Xi的分布称

为自由度为n的卡方分布，记为Y ∼ χ2(n)。

定义27.42 (F分布). 假设X1 ∼ χ2(m)，X2 ∼ χ2(n)，X1与X2独立，则称Y = X1/m
X2/n

的分布是自由度

为m与n的F分布，记为Y ∼ F (m,n)。

定义27.43 (t分布➊). 假设X1 ∼ N(0, 1)，X2 ∼ χ2(n)，X1与X2独立，则称Y = X1√
X2/n
的分布是自

由度为n的t分布，记为Y ∼ t(n)。

27.6 随机模型与抽样方法

对于一些复杂的统计问题，有时很难对各种统计方法进行理论分析。为了评估各种方法的优劣

性，比较实用的办法是随机模拟：根据问题的要求与条件构造一系列的随机样本，用它们的样本频

率代替对应的概率作统计分析与推断，观察根据这些样本作出推断的正确性。一般随机模拟方法的

优点在于计算复杂度不依赖于计算空间的维度，在计算非常高维的积分或多指标求和问题时，随机

模拟方法相比传统确定性计算方法优势明显。

➊ t分布是统计学中一类重要的分布，由英国统计学家William Gosset发现。1899年Gosset开始在一家酿酒厂担任酿酒化学技师，从事试

验和数据分析工作。由于Gosset接触的样本容量很小，通过大量的实验数据的积累，他发现t =
√
n − 1(x̄ − µ)/s的分布与N(0, 1)存在

细微的差异，前者比N(0, 1)尾部概率更大（厚尾）。它猜测可能存在一个新的分布族，通过深入研究于1908年以“Student”的笔名发表

此项研究成果，后人为此也称t分布为“学生分布”。t分布的发现在统计学历史上具有划时代的意义，打破了正态分布一统天下的局面。
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27.6.1. 蒙特卡洛方法

1946年，Stanislaw Ulam、John von Neumann和Nicholas Metropolis在Los Alamos Scientific

Laboratory工作时发明了一种随机模拟方法：蒙特卡罗方法（Monte Carlo Method）➊。它是一种

以概率统计理论为基础、利用（伪）随机数模拟解决计算问题的数值方法。蒙特卡罗方法在金融工

程学、宏观经济学、生物医学、计算物理学等领域都有重要应用。我们下面介绍三个蒙特卡罗方法

的应用实例。

例27.3. 计算不规则图形的面积：将不规则图形固定在一个矩形框内，我们找来一小袋大小均匀的

小麦，将其均匀地倒在矩形框内，则落在不规则图形内的麦子比例乘以矩形框的面积就是不规则图

形的面积。

例27.4. 估计无理数π的值：我们根据随机点在单位圆与正方形上的分布比例估计无理数π的值：

π ≈ 4× 矩形内随机点的数目
圆内随机点的数目

与这个示例相似，早在1777年，法国科学家Comte de Buffon就提出的一种巧妙地计算圆周率π的方

法，即著名的Buffon 投投投针针针实实实验验验（（（Buffon’s Needle））），成为第一个使用几何形式表达概率问题的案

例。

例27.5. 计算定积分
∫ 1

0
f(x)dx：随机生成n个相互独立且服从均匀分布U(0, 1)的随机数x1, x2, . . . , xn，

然后使用f(x)在所有随机数上的均值估算定积分：

∫ 1

0

f(x)dx ≈ 1

n

∑

i

f(xi)

图 27.2: 不规则图形面积计算 图 27.3: 估计无理数π的值 图 27.4: 定积分计算

蒙特卡罗方法的模拟过程随机，也适合解决一些确定性问题。通常，蒙特卡罗方法包括两个基

本步骤：1）利用计算机生成服从Ḁ种分布的随机样本，2）对样本做统计分析。当所求问题与Ḁ种

➊ 随机模拟的灵感来自于博彩，蒙特卡罗即是摩洛哥一家赌场，人们还将组合计算中的一些随机模拟方法称为Las Vegas方法。
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随机事件出现的概率，或者Ḁ个随机变量的期望值存在对应关系时，我们通过“模拟实验”估计随

机事件的概率，或随机变量的Ḁ些数字特征，并将其作为问题的解。由于蒙特卡罗方法需要生成大

量的随机数，并且绝大多数分布都可以使用均匀分布U(0, 1)构造，我们下面介绍几种生成服从均匀

分布U(0, 1)样本的方法。

命题27.1 (平方取中法). 任取一个m位的整数z0，依次使用z2i−1的中间m位构造序列{zi}ni=1，则有

xi = zi/10
m ∼ U(0, 1), i = 1, 2, . . . , n.

命题27.2 (倍积取中法). 任取一个m位的整数z0与y，依次使用yzi−1的中间m位构造序列zi，则有

xi = zi/10
m ∼ U(0, 1), i = 1, 2, . . . , n.

命题27.3 (一阶线性同余法). 指定m = 999563、y = 47001和初值z0 = 671800，根据

zi = yzi−1 (mod m)

构造序列{zi}ni=1，则有

xi = zi/m ∼ U(0, 1), i = 1, 2, . . . , n.

命题27.4 (一阶混合同余法). 指定m = 999563、w = 1234、y = 47001和初值z0 = 671800，根据

zi = w + yzi−1 (mod m)

构造序列{zi}ni=1，则有

xi = zi/m ∼ U(0, 1), i = 1, 2, . . . , n.

命题27.5 (S阶混合同余法). 指定m,w, y1, y2, . . . , ys与z−s+1, z−s+2, . . . , z0，根据

zi = w +
s∑

k=1

ykzi−k (mod m)

构造序列{zi}ni=1，则有

xi = zi/m ∼ U(0, 1), i = 1, 2, . . . , n.

随机数的生成方法具有重要用途，比如我们可以利用U(0, 1)上的随机数间接地生成服从其他

分布的随机数。

假设离散随机变量X的分布列是P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . , n，它的分布函数为

F (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < x1,

p1, x1 ≤ x < x2,

p1 + p2, x2 ≤ x < x3,

· · · · · ·
k∑

i=1
pi, xk ≤ x < xk+1,

· · · · · ·

1, xn ≤ x.

(27.72)
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我们生成一个U(0, 1)上的随机数u，如果0 ≤ u < F (x1)，则随机数为x = x1。如果存在F (xk−1) ≤

k < F (xk)，则随机数为x = xk。

定理27.34 (反函数法). 假设随机变量X ∼ U(0, 1)，F (z)是一个连续分布函数且存在反函数，则随

机变量Z = F−1(X)的分布函数为F (z)。

性质27.8. 假设随机变量X ∼ U(0, 1)，对任意的a, b ∈ R，只要a < b，则有

Z = a+ (b− a)X ∼ U(a, b).

性质27.9. 假设随机变量X ∼ U(0, 1)，对任意的λ, k > 0都有

Z =
[
− 1

λ
ln(1−X)

]1/k

服从参数为λ, k的Weibull分分分布布布W (λ, k) ➊，即

f(x;λ, k) =

⎧
⎨

⎩

k
λ(

x
λ)

k−1 exp{−(xλ)
k}, x ≥ 0,

0, x < 0.
(27.73)

当k = 1时，Z ∼ Exp(1/λ)。

定理27.35 (Box-Muller方法). 假设X1 ∼ U(0, 1), X2 ∼ U(0, 1)，且X1, X2相互独立，则变量

Z1 = (−2 lnX1)
1/2 cos(2πX2)

和变量

Z2 = (−2 lnX1)
1/2 sin(2πX2)

相互独立，并且都服从标准正态分布N(0, 1)。

定理27.36. 假设X1, X2, . . . , Xn是n个独立同分布于U(0, 1)的随机变量，则有E(Xi) = 1/2，var(Xi) =

1/12。由Linderberg-Levy中心极限定理知，当n→∞时，

Y =

∑
i
Xi − n/2
√
n/12

∼ N(0, 1). (27.74)

当n = 12时，Y =
∑
i
Xi − 6近似服从N(0, 1)。

利用Box-Muller方法或者中心极限定理，我们可以在均匀分布的基础上构造出标准正态分布，

进而构造出一般正态分布、三大抽样分布等，从而可以生成相应分布下的随机数。为了能够处理特

别高维的概率分布随机抽样，ᨀ高随机抽样的效率问题，人们开始研究高级的随机模拟技术。

➊ 1927年，法国数学家Maurice Fréchet[350]最先给出此分布的定义。1933年Paul Rosin和Erich Rammler[351]首次将其应用到碎末尺寸

分布的研究。1951年，瑞典数学家和工程师Waloddi Weibull[352]对其进行详细解释。Weibull分布比对数正态分布具有更大的适用性，它

是可靠性分析及轴承寿命检验的理论基础，被广泛应用于各种滚动轴承的寿命试验及高应力水平下的材料疲劳试验。
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27.6.2. 马尔科夫链蒙特卡罗法

1953年，Nicholas Metropolis等人[340] ᨀ出一种新的随机模拟方法马尔科夫蒙特卡罗法

（Markov Chain Monte Carlo，MCMC）（也称动态蒙特卡罗方法），70年代Keith Hastings[353]将

其扩展为更一般的形式，称为Metropolis-Hastings算法。Metropolis-Hastings 算法是MCMC的

基础方法，并陆续演化出许多新的抽样方法，比如目前在MCMC 方法中最常用的Gibbs抽样。

2009年，斯坦福大学统计学教授Persi Diaconis[354]使用MCMC方法成功破解犯人密码。

1984年，Stuart Geman和Donald Geman[355]两兄弟ᨀ出一种新的抽样方法：Gibbs抽样，它

是Metropolis-Hastings算法的一个特例（α = 1），用于抽取服从多元分布的样本。

27.7 参数估计

人口普查中心要确定全国人口的身高分布，它不可能去统计全国所有人口的身高，只能做出一

个模型假设，利用一定的采样数据评估模型的参数。比如，假设人口身高服从正态分布，人口普查

中心只要从不同地区采样统计一部分人口的身高数据，然后通过各种统计方法估计人口正态分布

的均值和方差两个参数。一般地，参数估计的形式有两种：点估计与区间估计。前者给出一个具体

的数值，后者是给出未知参数的一个区间，可以反映参数估计结果的精度。我们首先介绍三种常用

的点估计方法：最大似然估计（Maximum Likelihood Estimate，MLE）、贝叶斯估计（Bayesian

Estimate）和最大后验估计（Maximum a Posteriori Estimate，MAP），再介绍区间估计的内容。

27.7.1. 最大似然估计

最大似然估计最早由高斯ᨀ出，1912年Fisher再次ᨀ出，并证明了此方法的一些性质。它ᨀ供

了一种给定观测数据评估模型参数的方法，即在模型确定的条件下，估计模型的参数。最大似然估

计假设所有观测数据X = {x1, . . . , xn}独立同分布于含参总体分布p(x; θ)，并称它们的联合概率

p(X; θ) = p(x1, x2, . . . , xn; θ) =
∏

i

p(xi; θ)

为似然函数。最大似然估计对参数θ不作任何假设，直接从参数空间搜索一个可以使似然函数最大

化的最优值，记作θ̂MLE：

θ̂MLE = argmax
θ

p(X; θ) = argmax
θ

∏

i

p(xi; θ). (27.75)

由于连乘形式的似然函数不容易直接优化，通常对其应用对数变换转换为加和形式。根据对数函数

的单调性可知，最大化似然函数等价于最大化对数似然函数，则有：

θ̂MLE = argmax
θ

log p(X; θ) = argmax
θ

∑

i

log p(xi; θ). (27.76)
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图 27.5: 圆周率π值前1,000万位小数连续数字串加和分布图

例27.6 (序例27.2). 在观察圆周率π的单个数字的分布状况以后，我们进而考察连续数字串的特征。

对小数点后的连续的数字串加和，分析不同长度数字串数字加和的分布，如图27.5所示，数字串长

度从左至右分别是30、40和50，呈现出明显的正态分布特征，横轴是数字串的和，纵轴对应加和出

现的频次。如果记数字串加和、频次统计数据为{(xi, ni), i ∈ N}，我们利用这些统计数据，确定正

态分布参数的最大似然估计。假设X ∈ N(µ,σ)，使用固定长度的数字串观测数据建立对数似然函

数

L(x1, x2, . . . ;µ,σ) = log
∏
i

[
1√
2πσ

exp
{
− (xi−µ)2

2σ2

}]ni

=
∑
i
ni

[
log 1√

2πσ
− (xi−µ)2

2σ2

]

= (− log
√
2π − log σ)

∑
i
ni − 1

2σ2

∑
i
ni(xi − µ)2,

从而可以确定参数µ和σ的最大似然估计µ̂MLE和σ̂MLE，则有

µ̂MLE =
∑

i

ωixi, σ̂MLE =

√∑

i

ωi(xi − µ̂MLE)2, ωi =
ni∑
i
ni

,
∑

i

ωi = 1,

所以µ̂30
MLE = 136，σ̂30

MLE = 15.72；µ̂40
MLE = 181，σ̂40

MLE = 18.14；µ̂50
MLE = 226，σ̂50

MLE = 20.27。

27.7.2. 贝叶斯估计

在统计学中有两大学派：频率学派（Frequentists，也称经典学派）与贝叶斯学派（Bayesians）。

频率学派认为，统计推断是根据样本信息对总体分布或总体特征进行推断，主要使用两种信息：总

体信息和样本信息。贝叶斯学派认为，在总体信息与样本信息之外，统计推断还应该使用第三种信

息：先验信息（Prior Information）。贝叶斯统计学与经典统计学的差别就在于是否利用先验信息。

贝叶斯学派的一个基本观点是：任意一个未知参数都可看作是随机变量，可以使用一个概率分布᧿

述它，这种分布称作先验分布（Prior Distribution）。在获得样本信息之后，总体分布、样本与先

验分布通过贝叶斯公式结合起来，构造出关于未知参数的后验分布（Posteriori Distribution），并
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在后验分布的基础之上开展统计推断。现在经典学派也已经接受这种观点[356]，两派的争论焦点

聚集在如何利用先验信息合理地确定先验分布。

贝叶斯学派则将未知参数θ看作随机变量，而总体依赖于参数的概率函数记作p(x|θ)，它表示

给定随机变量θ的Ḁ个取值，总体的条件概率函数。基于这种思想，样本X = {x1, . . . , xn}的产生实

际上经历两个基本步骤：根据模型参数的先验分布p(θ)产生样本θ，再从条件概率分布p(X|θ) 中产

生一组样本。由此，样本X的联合条件概率函数表示如下：

p(X|θ) = p(x1, x2, . . . , xn|θ) =
∏

i

p(xi|θ), (27.77)

根据贝叶斯定理，给定参数的先验分布、样本的联合条件概率分布，我们可以确定后验分布：

p(θ|X) =
p(X|θ)p(θ)

p(X)
=

p(X|θ)p(θ)∫
Θ
p(X|θ)p(θ)dθ

. (27.78)

后验分布用总体和样本信息对先验分布进行调整，集中总体、样本与先验知识中所有关于参

数θ的信息，它比p(θ)更接近于θ的实际情况。在后验分布p(θ|X)的基础上估计θ，目前存在两种最

常用的方法：后验期望估计（Posteriori Mean Estimate，PME）和最大后验估计 （Maximum a

Posteriori Estimate，MAP），统称贝叶斯估计。

1. 后验期望估计：使用后验分布的均值作为θ的点估计，记作θ̂PME，则有

θ̂PME = E(θ|X) =

∫

Θ

θp(θ|X)dθ. (27.79)

2. 最大后验估计：使用后验分布的密度函数最大值点作为θ的点估计，记作θ̂MAP，则有

max
θ

p(θ|X) = max
θ

p(X|θ)p(θ)
p(X)

, (27.80)

由于p(X)不依赖于随机变量θ，忽略分母部分可得：

θ̂MAP = argmax
θ

p(θ)
∏

i

p(xi|θ) = argmax
θ

[∑

i

log p(xi|θ) + log p(θ)
]
. (27.81)

对比最大似然估计和最大后验估计可以发现，最大后验估计实际上是最大似然估计的规则化

模型，而其规则化项正是引入的先验概率的对数。

贝叶斯估计与最大似然估计都是通过观测数据估计模型参数，但贝叶斯估计同时利用了未知参数的

先验知识。如果先验分布可以准确᧿述待估参数，则贝叶斯估计比最大似然估计更加准确。此外，

最大似然估计中的p(x; θ)和最大后验估计及贝叶斯估计中的p(x|θ)形不同而义同。最大似然估计的

思想源于古典学派，将未知参数θ 看作一个普通变量，则总体依赖于参数θ的概率函数记作p(x; θ)，

表示参数空间Θ中不同的θ对应不同的分布。最大后验估计和贝叶斯估计则反映贝叶斯学派的思想，

将未知参数θ看作随机变量，而总体依赖于参数的概率函数记作p(x|θ)，它表示给定随机变量θ 的Ḁ

个取值，总体的条件概率函数。
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从贝叶斯公式可以看出，确定先验分布是展开贝叶斯统计推断的一个基本前ᨀ。关于先验分布

的确定方法很多，目前最常用的一类先验分布是共轭先验分布。选择共轭先验分布从数学上可以为

贝叶斯统计推断ᨀ供极大的便利，这也正是隐含狄利克雷分布（Latent Dirichlet Allocation, LDA）

的理论基础。

定义27.44 (共轭先验分布). 假设θ是总体参数，如果对任意的样本观测值X = {x1, . . . , xn}，参

数θ的后后后验验验分分分布布布p(θ|X)与先先先验验验分分分布布布p(θ)属于同一个分布族（Family），则称后验分布p(θ|X)与先验分

布p(θ)是共共共轭轭轭分分分布布布（Conjugate Distribution），先验分布p(θ)是关于似然函数p(X|θ)的一个共共共轭轭轭先先先验验验

（Conjugate Prior）。

例27.7. 假设事件A在一次试验中发生的概率是θ，我们对试验进行n次独立观测X = {x1, x2, . . . , xn}，

xi表示第i次试验事件A是否发生，即

xi =

⎧
⎨

⎩
1, 事件A发生,

0, 事件A未发生.

对于任意的i ∈ {1, 2, . . . , n}，xi独立且都服从两点分布。请根据观测数据确定参数θ的最大似然估

计θ̂MLE、最大后验估计θ̂MAP 与后验期望估计θ̂PME。

解 由于p(x; θ) = θx(1− θ)1−x，构造对数似然函数

L(x1, x2, . . . , xn; θ) = log
∏

i

p(xi; θ) =
∑

i

[
xi log θ + (1− xi) log(1− θ)

]
,

对它求关于θ的导数，可以解出参数θ的最大似然估计

θ̂MLE = argmax
θ∈(0,1)

L(x1, x2, . . . , xn; θ) =
1

n

∑

i

xi !
z

n
. (27.82)

其中z =
∑
i
xi表示n次试验事件A发生的次数。根据贝叶斯建议的“等同无知”原则假定参数θ的先

验分布为均匀分布U(0, 1) = Beta(1, 1)，则有

p(θ) =
1

1− 0
= 1, 0 < θ < 1,

可以确定参数θ与观测数据的联合分布为

p(X, θ) = p(X|θ)p(θ) =
∏

i

p(xi|θ) =
∏

i

[θxi(1− θ)1−xi ] = θz(1− θ)n−z.

现在我们可以直接确定最大后验估计

θ̂MAP = argmax
θ∈(0,1)

p(X, θ) = θ̂MLE =
z

n
. (27.83)

根据贝叶斯定理，给定观测数据X = {x1, x2, . . . , xn}的条件下，我们可以确定参数θ的后验概率

p(θ|X) =
p(X, θ)

∫ 1

0 p(X, θ)dθ
, 1 < θ < 1.
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我们知道 ∫ 1

0

θz(1− θ)n−zdθ =
Γ(z + 1)Γ(n− z + 1)

Γ(z + 2)
,

从而可得后验概率

p(θ|X) =
Γ(z + 1)Γ(n− z + 1)

Γ(z + 2)
θz(1− θ)n−z, 1 < θ < 1.

结果表明θ|X ∼ Beta(z + 1, n− z + 1)，参数θ的后验期望估计为

θ̂PME = E(θ|X) =
z + 1

n+ 2
. (27.84)

27.7.3. 区间估计

区间估计的目标是确定两个统计量

θ̂L = θ̂L(x1, . . . , xn) < θ̂U = θ̂U (x1, . . . , xn),

利用样本观测值，使θ以概率P (θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U )落入区间[θ̂L, θ̂U ]内。自然地，区间长度θ̂U − θ̂L越大，

参数θ落入区间[θ̂L, θ̂U ]的可能性就越高。最理想的情景是高概率短区间：参数θ以很高的概率落入

一个狭窄的区间[θ̂L, θ̂U ]。为此，我们限定参数θ 落入区间[θ̂L, θ̂U ]内的概率上界，并引出置信区间

（Confidence Interval）的概念。

定义27.45. 假设θ ∈ Θ是总体的一个参数，x1, x2, . . . , xn是取自总体的n个样本，给定一个0 < α <

1，如果存在两个统计量θ̂L = θ̂L(x1, . . . , xn)和θ̂U = θ̂U (x1, . . . , xn)，对任意的θ ∈ Θ，都有

Pθ(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U ) ≥ 1− α, (27.85)

则称随机区间[θ̂L, θ̂U ]是θ的置置置信信信水水水平平平（Confidence Level）为1− α的置置置信信信区区区间间间，θ̂L和θ̂U分别称作θ的

置置置信信信下下下限限限和置置置信信信上上上限限限。如果对任意的θ ∈ Θ，都有

Pθ(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U ) = 1− α, (27.86)

则称[θ̂L, θ̂U ]是θ的1− α同同同等等等置置置信信信区区区间间间。

27.8 假设检验

参数估计（Parameter Estimation）和假设检验（Hypothesis Testing）是统计推断的主要内

容，本节开始介绍假设检验的内容。我们从下面四个例子引出假设检验问题。
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例27.8. 某药品生产车间用粉剂定量自动包装机包装粉剂药品，每袋标准重量为50 mg。长期实践表

明该设备包装的这一药品重量服从正态分布，且标准差为1.5 mg。现从某天的包装产品中随机抽

取9袋，精确秤得它们的重量分别为

49.5, 50.6, 51.8, 52.1, 49.3, 51.1, 52.0, 51.5, 50.0

它们的平均值为50.9 mg，那么当日该包装机是否正常工作？

例27.9. 某工厂生产的合金强度服从正态分布N(θ, 16)，其中θ的设计值不低于110 Pa。为保证质量，

该厂每天对生产情况做例行检查，以判断生产是否正常进行。某天从生产中随机抽取25块合金，测

得强度值为x1, . . . , x25，其均值为x̄ = 108 Pa，问当日生产是否正常？

例27.10. 假设总体X ∼ N(θ,σ2)，σ2已知，而θ只能取两个值θ0或者θ1并且θ0 < θ1，现从总体X中

抽取的容量为n的样本x1, x2, . . . , xn，那么总体的均值是θ0还是θ1？

例27.11. 将0.1 ml受细菌污染的牛奶均匀涂在1 cm2的切片上，用显微镜观察切片每个小网格内的细

菌菌落数目。根据400（20×20）个小网格的计数结果，统计出如表27.1所示。试问菌落数是否服从

泊松分布？

表 27.1: 污染牛奶切片菌落统计表

菌落数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 19

频 数 56 104 80 62 42 27 9 9 5 3 2 1

假设检验是一种根据简单随机抽样抽取的样本信息来判别总体是否具有Ḁ种性质的统计推断

方法。两个例子代表两类假设检验问题，分别属于参数和非参数假设检验问题。参数假设检验在已

知总体分布函数类型的前ᨀ下，对分布函数的未知参数ᨀ出Ḁ种假设，然后利用样本信息对所ᨀ假

设进行检验，根据检验结果作出接受或者拒绝所ᨀ假设的判断。非参数假设检验是在总体分布函数

类型未知的条件下，根据样本信息对分布类型的假设进行检验，从而对总体分布类型作出判断。本

节重点在参数假设检验（例27.8、27.9和27.10），下一节通过例27.11具体介绍非参数假设检验。

27.8.1. 参数假设检验

一般地，假设检验包含五个主要步骤：建立假设、选择检验统计量并给出拒绝域形式、选择显

著性水平、给出拒绝域、作出判断。

Step 1. 建立假设：假设检验需要把一个被检验的假设称作原假设（Null Hypothesis），记作H0。

通常，原假设无法轻易否定。当H0被拒绝时而接受的假设称作备择假设（Alternative

Hypothesis），记作H1。两个假设H0和H1成对出现。在例27.8中，包装机包装药品的重
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量服从正态分布N(θ,σ2)，我们已知参数σ = 1.5，对于判断机器包装重量的均值是否等

于θ0 = 50 mg，可以建立如下两个假设：

H0 : θ ∈ Θ0 = {θ : θ = θ0} vs H1 : θ ∈ Θ1 = {θ : θ ̸= θ0}.

这种形式的参数假设检验称作双侧检验（Two-sided Testing），还有一种形式的假设检验称

作单侧检验（One-sided Testing）：

H0 : θ ∈ Θ0 = {θ : θ ≥ θ0} vs H1 : θ ∈ Θ1 = {θ : θ < θ0},

或者

H0 : θ ∈ Θ0 = {θ : θ ≤ θ0} vs H1 : θ ∈ Θ1 = {θ : θ > θ0}.

Step 2. 选择检验统计量，给出拒绝域形式：根据样本数据对原假设进行判断总是通过一个统计量

来完成，这个统计量称作检验统计量。通常，检验统计量T (x1, x2, . . . , xn)也是一个充分统

计量。在确定检验统计量以后，从而可以建立原假设被拒绝的拒绝域（Rejection Region），

它是样本空间的一个子集，记作W。一般地，拒绝域的形式依赖于参数假设检验的形式，

如果是单侧检验，则拒绝域是一个连续的样本空间子集：

W = {(x1, x2, . . . , xn) : T (x1, x2, . . . , xn; θ) ≤ τ}

或者

W = {(x1, x2, . . . , xn) : T (x1, x2, . . . , xn; θ) ≥ τ}.

如果是双侧检验，则拒绝域由两个不相交的连续样本空间子集构成：

W = {(x1, x2, . . . , xn) : |T (x1, x2, . . . , xn; θ)| ≥ τ}.

当拒绝域确定后，检验的判断准则也相应地确定。如果(x1, x2, . . . , xn) ∈ W，则认为H0不

成立，拒绝原假设；如果(x1, x2, . . . , xn) ∈ A，则认为H0成立，接受原假设，A称作接受域

（Acceptance Region）。例27.8所示的假设检验属于双侧检验，由于x̄ ∼ N(µ,σ2/n)，我们

选择统计量

T (x1, x2, . . . , xn; θ) =
x̄− µ0

σ/
√
n
,

并构造双侧拒绝域。

Step 3. 选择显著性水平：由于抽样的随机性和小概率事件的发生，假设检验可能犯下两类错误。

第一类错误（Type I Error）是H0为真，但是样本观测值落在拒绝域内，从而拒绝原假

设H0，其发生的概率称作拒真概率，记作α，即

α = P (拒绝H0|H0为真).
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第二类错误（Type II Error）是H1为真，但是样本观测值落在接受域内，从而接受原假

设H0，其发生的概率称作纳伪概率，记作β，即

β = P (接受H0|H1为真).

一般地，拒真概率越小，则纳伪概率越大；反之，拒真概率越大，纳伪就概率越小。为了

平衡两种错误，统计学家Jerzy Neyman与Egon Pearsonᨀ出显著性检验优先的基本原则：

在控制出现第一类错误α的条件下，寻求使出现第二类错误β尽可能小的检验。α也称显著

性水平（Significance Level），通常取值{0.01, 0.05, 0.10}，1−α称作置信水平（Confidence

Level），1− β称作检验效能（Power of Testing）。

Step 4. 给出拒绝域：在确定显著性水平后，我们可以确定出检验的拒绝域W。对于例27.8，如果

取α = 0.05，则拒绝域

W = {(x1, x2, . . . , xn) : |
x̄− θ0
σ
√
n

| ≥ Φ−1(α/2)} = {(x1, x2, . . . , xn) : |
x̄− θ0
σ/
√
n
| ≥ 1.96}.

Step 5. 作出判断：由于x̄ = 50.9，则

x̄− θ0
σ/
√
n

=
50.9− 50

1.5/3
= 1.8 < 1.96

接受原假设H0。

27.8.2. 非参数假设检验

定义27.46 (经验分布函数). 设X1, X2, . . . , Xn是来自总体X的样本，x1, x2, . . . , xn是对应观察值，将

它们按照观察值的大小递增顺序排列生成x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n)，构造函数：

Fn(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x < x(1),
k

n
, x(k) ≤ x < x(k+1), k = 2, 3, . . . , n− 1,

1, x ≥ x(n).

则称Fn(x)是总体X的经经经验验验分分分布布布函函函数数数（Empirical Distribution Function）。对应地，总体X的分布函

数F (x)称作理理理论论论分分分布布布函函函数数数（Theoretical Distribution Function）。

在20世纪30年代，前苏联统计学家Valery Ivanovich Glivenko与意大利数学家Francesco Paolo

Cantelli证明了一个极限定理，并成为统计学基础理论一个重要的结论。

定理27.37 (Glivenko-Cantelli定理). 设x1, x2, . . . , xn是取自总体分布函数为F (x)的样本，Fn(x)是

其经验分布函数，当n→ +∞时，有

P{ sup
−∞<x<+∞

|Fn(x)− F (x)|→ 0} = 1.
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Glivenko-Cantelli定理表明，当n充分大时，经验分布函数是总体分布函数F (x)的一个良好的

近似。经典统计学中一切统计推断都以样本为依据，其理由就在于此。我们可以利用Glivenko-

Cantelli定理进行非参数假设检验：设总体X的分布函数为F (x)，对一个给定的分布F0(x)，考虑原

假设H0 : F (x) = F0(x)，根据Glivenko-Cantelli定理：当样本容量n充分大时，样本的经验分布函

数Fn(x)是总体X分布函数F (x)的一个很好的近似。当原假设H0为真时，Fn(x)与F0(x)之间的差应

该是一个小量。

定理27.38. 设总体X的分布函数F (x)连续，X1, X2, . . . , Xn是来自总体X的样本，则对任意的分布

函数F0(x)，如果H0 : F (x) = F0(x)成立，必然有

lim
n→+∞

P (D(n) <
λ√
n
) = K(λ), (27.87)

其中，D(n)称作Kolmogorov统统统计计计量量量

D(n) = sup
−∞<x<+∞

|Fn(x)− F0(x)| = max
1≤i≤n

{
| i
n
− F0(x(i)|, |

i− 1

n
− F0(x(i)|

}
(27.88)

是经验分布函数Fn(x)与F0(x)的最大间隔，满足分分分布布布无无无关关关性性性。K(λ)是Kolmogorov分布密度函数

K(λ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

+∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2λ2

, λ > 0,

0, λ ≤ 0.

(27.89)

定义27.47 (Kolmogorov–Simrnov检验). 设总体X的分布函数F (x)连续，X1, X2, . . . , Xn是来自总

体X的样本，则对任意的分布函数F0(x)，考虑原假设H0 : F (x) = F0(x)，在显著性水平α下的拒绝

域形式为：

W = {(x1, x2, . . . , xn) : D
(n) ≥ D(n)

1−α}.

其中P (D(n) ≥ D(n)
1−α) = α，并且D(n)

0.99 ≈ 1.63/
√
n，D(n)

0.95 ≈ 1.36/
√
n，D(n)

0.9 ≈ 1.23/
√
n。

27.8.3. 显著性检验

为了衡量模型之间是否存在显著性的差异，有两种办法：其一，直接比较数值差异，其二是确

定这种差异是否具有统计显著性（Statistical Significance）。通常，数值差异并不意味着具有统计

显著性差异，比如[357]通过在多个数据集上分析基准排序学习算法发现，排序学习模型尽管相比

最佳特征具有显著的数值差异，经过统计分析，这种差异不具有统计学意义。

假设存在两个系统A和B，在每个系统上都执行n次试验，相应的分别得到两组试验结

果X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn)。由此，可以计算系统A 和B 实验结果的偏差Z = X − Y。

Z包含了n 次试验偏差，相应的可以利用均值（µ）、方差（σ）、给定的置信度（如95%），通过查

询t分布分位数表，就可以构建偏差的置信区间（Confidence Interval）µ± t
√
σ/n。如果置信区间

含有0，则表明两个系统试验结果是没有显著性差异的[358]。
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统计显著性从统计意义上保证了系统之间实验结果的差异性是真实可信的，而非仅仅出于偶

然。比如，Ḁ种疾病的治疗方案有两种：A 和B，如果通过A、B治疗方案的病人都是100位，痊愈

的比例分别是100%、50%，显然A 方案相比B治疗效果更为显著。假设接受A方案的病人只有1个，

而接受B方案的有两个，同样的治愈率（100%与50%）所反映的显著性就大打折扣。再设想，如果

通过相同的治疗分组，治愈率分别是66%，60%，那么二者的差异性就不是那么明显了➊。

统计显著性具有两个基本的特点：（1）如果数值差异越大，则出于偶然性的可能性越低；（2）

根据大数定理，实验的样本越大，则观察到的差异性越能够反映真实的差异。

统计检验首先假设比对组实验结果是相同的，然而从数学上估计比对组之间差异出于偶然的概

率，我们称之为p值（p-Value），p值越大，则差异显著性就越弱，反之，比如p < 0.05，则表明差

异是显著的。

给定两组样本x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)，为了比较二者之间的差异，一般会选择比较

两组样本的样本均值，实际上样本均值的差异并不能反映整体差异。

显著性差异是一种有量度的或然性评价。比如说x, y两组样本在p = 0.05水平上具有显著性差

异，也即是说两组样本具有显著性差异的可能性是95%，另外5%的可能性是没有差异。这5%的差

异是由随机误差造成的。

显著性检验（Significance Test），又称假设检验（Hypothesis Test），有多种检验方法，如t检

验、F检验和χ检验等。

t检验基本步骤：

1. 计算样本差异

z = (z1, . . . , zn)

其中，zi = yi − xi, i = 1, . . . , n。

2. 计算样本平均差异

z̄ =
∑

i

zi

3. 计算样本标准差

sz =

√
1

n− 1

∑

i

(zi − z̄)2

4. 计算统计量t

t =
z̄

sz/
√
n

5. 根据样本大小n和p值（通常取p = 0.05, p = 0.01），查t分布表：tp(n− 1)

6. 如果|t| > tp(n− 1)，则可以断定差异显著。

➊ Cancer Guide：http://cancerguide.org/significance.html
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27.9 Wilcoxon-Mann-Whitney检验

Wilcoxon-Mann-Whitney检验 [359, 360]，是一种无参检验方法，也称Mann-Whitney U检验、

Wilcoxon秩和检验（Rank Sum Test），用于检验（推断）两组随机样本（分布）之间的差异性。

WMW 检验的零假设（Null Hypothesis）是两组样本取自于性质相同的分布，它不是计算平均值

的差异性，而是根据两组样本名次之和，计算出U-统计量以作检验。

给定随机变量X的样本数据{xi}mi=1，随机变量Y的样本数据{yj}nj=1，则U-统计量定义为：

U =
1

mn

m∑

i=1

n∑

j=1

I(xi > yj) (27.90)

U-统计量实际上是对同序概率（Concordance Probability）P (X > Y )的一个估计量，如果以X，

Y为坐标轴绘制ROC曲线，AUC与U-统计量等价[291]。

在二元分类问题中，假设x1, . . . , xm是分类器对正例的预测结果，y1, . . . , yn是对负例的预测结

果。将所有预测结果升序排列，我们可以根据所有正例的排名计算统计量U：

U =
1

mn

[ m∑

i=1

ri −
1

2
m(m− 1)

]
(27.91)

其中，ri表示预测结果xi的排名。在最理想的条件下，所有正例都应该得到大于负例的预测结果，

从而有

U =
1

mn

[
(n+ 1) + (n+ 2) + . . .+ (n+m)− 1

2
m(m− 1)

]
= 1, (27.92)

最不济的分类器完全预测错误，对应地有

U =
1

mn

[
(1 + 2 + . . .+m)− 1

2
m(m− 1)

]
= 0. (27.93)

综上可知，U-统计量的取值范围在[0, 1]之间。

27.10 一般加法模型

27.11 Copula函数

Copula函数是一种多元分布函数，函数变量都服从均匀分布。Copula是一类重要的统计分析

方法，在分析随机变量之间的相关关系时，将随机变量的概率分布从相关性结构（Dependency

Structure）中独立出来，为构建非线性多元统计模型ᨀ供了一个便利的工具，可应用于金融风险

管理、机器学习[361]等领域。

1959年，Abe Sklar[362]首次引入Copula，将一个n维概率分布函数F分解成边际概率分

布Fi, i = 1, . . . , n与描述分布函数中相依关系的Copula C两个部分。1981年，Berthold Schweiz-

er与Edward Wolff[363]最早将Copula与变量之间的相关性分析联系起来，他们在概率测度背景下

的分析奠定了Copula模型理论基础。
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定义27.48 (Copula). 假设随机向量X = (X1, . . . , Xn)的分布函数为F，边际概率分布为Fi, Xi ∼

Fi, i = 1, . . . , n，分布函数C的变量是[0, 1]上的均匀分布函数，如果

F = C(F1, . . . , Fn) (27.94)

则称函数C是向量X的Copula。

如果分布函数F的边际分布Fi是连续的，则Fi(Xi) ∼ U(0, 1)，则我们可以定义C为随机向

量(F1(X1), . . . , Fn(Xn))的分布函数，则有

C(u1, . . . , un) = P (F1(X1) ≤ u1, . . . , Fn(Xn) ≤ un))

= P (X1 ≤ F−1
1 (u1), . . . , Xn ≤ F−1

n (un))

= F (F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un))

(27.95)

其中，F−1
i 表示边际函数Fi的广义反函数，又称“分位变换”（Quantile Transform），定义形式如

下

F−1
i (t) = inf

x
{x ∈ R|Fi(x) ≥ t, 0 < t < 1} (27.96)

由于联合分布

F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn)

= P (F1(X1) ≤ F1(x1), . . . , Fn(Xn) ≤ Fn(xn))

= C(F1(x1), . . . , Fn(xn))

(27.97)

根据定义可知，函数C是向量X的Copula。

定义27.49 (高斯Copula函数). 假设ΦR(X1, . . . , Xn)是n元标准正态分布函数，相关系数矩阵是R ∈

Rn×n，由此可以构造出高斯Copula函数

CR(u1, . . . , un) = ΦR(Φ
−1
1 (u1), . . . ,Φ

−1
n (un)) (27.98)

其中，Φ−1
i (u1)表示标准正态分布函数的反函数。

定理27.39 (Sklar定理). 假设F ∈ F(F1, . . . , Fn)是边际函数为Fi, i = 1, . . . , n的n元分布函数，则存

在一个边际分布是均匀分布函数的Copula函数C ∈ F(U1, . . . , Un)，使得

F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)) (27.99)

并且当Fi, i = 1, . . . , n连续时，则满足上面等式的Copula函数是唯一的。

给定一个Copula函数C，边际函数Fi, i = 1, . . . , n，则C(F1(X1), . . . , Fn(Xn))定义了一个n元

分布函数，其边际函数正是Fi, i = 1, . . . , n。Sklar定理[362]为Copula的应用ᨀ供了重要的理论依

据。
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在实际应用中，我们可以使用Copula方法从多元统计数据中构造出多元随机变量的联合分布。

假设数据集中有m个n维观测数据(Xi
1, . . . , X

i
n), i = 1, . . . ,m是从联合分布F (X1, . . . , Xn)采样取得，

边际分布F1, . . . , Fn都连续，则相应的真实Copula分布函数的观测数据就是

(Uk
1 , . . . , U

k
n) = (F1(X

k
1 ), . . . , Fn(X

k
n)), k = 1, . . . ,m (27.100)

事实上，真实的边际函数Fi, i = 1, . . . , n通常是未知的，我们可以使用经验分布函数

F̃i(x) =
1

m

m∑

k=1

I(Xk
i ≤ x), i = 1, . . . , n (27.101)

构造出伪Copula分布观测数据

(Ũk
1 , . . . , Ũ

k
n) = (F̃1(X

k
1 ), . . . , F̃n(X

k
n)), k = 1, . . . ,m (27.102)

由此可定义经验Copula函数

C̃(u1, . . . , un) =
1

m

m∑

k=1

I(Ũk
1 ≤ u1, . . . , Ũ

k
n ≤ un) (27.103)

定理27.40 (Fréchet–Hoeffding定理). 对于任意的Copula函数C : [0, 1]n -→ [0, 1]，任意的向

量(u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n，都满足不等式

max
{
1− n+

∑

i

ui, 0
}
≤ C(u1, . . . , un) ≤ min

{
u1, . . . , un

}
. (27.104)
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多目标决策分析（Multi-Criteria Decision Analysis，MCDA）是依据备择决策方案（Alternatives）

的不同特征（属性、准则或目标）构造偏好模型，用以辅助决策、ᨀ升决策效率与效果的一门学

科。假设备选决策方案集合A = {Ai}mi=1，决策准则集合C = {Cj}nj=1，如下表所示： 表中，第一

表 27.2: MCDM决策矩阵

C1 C2 · · · Cn

ω1 ω2 · · · ωn

A1 a11 a12 · · · a1n

A2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

. . .
...

Am am1 am2 · · · amn

行是准则集合C，第二行表示准则的权重向量ω，第一列表示备选决策方案集A，aij表示方案Ai在

准则Cj下的表现。

MCDA解决的问题包括：搜索最佳决策方案、对决策方案分类、根据偏好对决策方案排

名、᧿述每个决策方案同时满足所有准则的程度，经典的方法包括数据包络分析方法（Data

Envelopment Analysis，DEA）、层次分析法（Analytic Hierarchy Process，AHP）[364, 365]、

ELETRE[366]、PROMETHEE和TOPSIS。
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28.1 引言

效率（绩效）评价在现实生活中是一项常见并且重要的工作。但是，当被评价系统存在多输入

和多输出指标时，绩效评价工作则变得非常困难，尤其当输入和输出指标之间存在复杂的甚至是未

知关系时，评价工作将更加难以进行。数据包络分析（Data Envelopment Analysis，DEA）作为

处理多输入多输出系统评价问题的一种有效的非参数效率评价方法，在组织相对效率评价和组织

改进投入产出效率方面越来越受到重视。

DEA方法是由Abraham Charnes、William Cooper和Edwardo Rhodes[367]基于“相对效

率”（Relative Efficiency）概念发展而来的，常用于评价多输入-多输出类型决策单元（Decision

Making Unit, DMU），如医院、银行、政府部门、生产供应商等企事业单位的生产或服务的相对

效率。在数据包络分析框架下，相对效率定义为“加权输出总量与加权输入总量的比值”。

假设有n个性质完全相同的生产厂商，都是使用原材料A生产出产品B，各厂商的生产状况如

下表：

DMU A B

1 x1 y1

2 x2 y2

. . . . . . . . .

n xn yn

如果需要评价各个厂商的生产效率，就需要一个标准的定量指标。对于单投入-单产出的生

产问题，最简单的评价指标莫过于原材料利用率：单位原材料能够产出的产品数量，那么，对

于DMUi，其原材料利用率ei = yi/xi，则原材料利用率越高的厂商可以认定其生产效率越高。
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然而，原材料利用率忽略了投入-产出价格因素的影响，皆假设“各个厂商以相同的价格购买

原材料，产品的定价也是相同的”。实际上，如果从投入-产出的价值（考虑了价格因素，以金钱作

为度量单位）角度出发，评价结果不会有任何变化。

在实际生产过程中，单投入-单产出的生产情形几乎不存在，比较常见的利用多用原材料生产

多种产品，即多投入-多产出问题。假设存在n个同种类型的决策单元，每个决策单元有m个输入

量xik, i = 1, . . . ,m，s个输出量yrk, r = 1, . . . , s。

表 28.1: 决策单元的输入输出

DMU I1 I2 . . . Is O1 O2 . . . Om

1 x11 x12 . . . x1s y11 y12 . . . y1m

2 x21 x22 . . . x2s y21 y22 . . . y2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n xn1 xn2 . . . xns yn1 yn2 . . . ynm

每个DMU使用s种原材料I1, I2, . . . , Is生产m种产品O1, O2, . . . , Om。

从经济学角度来看，各个决策单元对输入原料的利用率千差万别，要衡量DMU使用原料生产

产品（输出）的效率，数据包络分析为任意决策单元DMUk 定义如下形式的相对效率指标：

ek =
uT yk
wTxk

(28.1)

其中，u ∈ Rs表示输入权值向量，w ∈ Rm表示输出权值向量。此外，假设所有生产厂商的相对效

率值均小于1，则经典的CCR模型可以表示成如下形式的线性规划问题：

max
w,u

uT yk
wTxk

s.t.
uT yj
wTxj

≤ 1, j = 1, 2, . . . , n

w ≥ 0, u ≥ 0

(28.2)

从以上模型可以发现，每个决策单元实际上都是从自身角度出发，倾向于选择于自己最有利

的输入-输出“价格”（w, u）[368]。同时，模型对应的最优权值也反映出目标决策单元DMUk对输

入-输出的Ḁ种评价。

由于计算分式规划问题比较复杂，引入Charnes-Cooper变换，➊ 得到如下形式的线性规划模

型：

max
µ,ν

µT yk min
µ,ν

νTxk

s.t. µT yj − νTxj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n s.t. µT yj − νTxj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n

νTxk = 1 µT yk = 1

ν ≥ 0, µ ≥ 0 ν ≥ 0, µ ≥ 0

(28.3)

➊ 令t = 1/wTxk，ν = tw，µ = tu，则有uT yk/w
Txk = µT yk/ν

Txk，νTxk = twTxk = 1。
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前者为输入型CCR模型，后者为输出型CCR模型。➊

在评价决策单元是否为DEA有效时，需要判断是否存在最优解ν∗, µ∗，满足

ν∗ > 0, µ∗ > 0, µ∗T yk = 1(ν∗Txk = 1) (28.4)

从计算的角度分析，单纯形法（Simplex Method）就可以有效地求解CCR模型[369]，由

于DMU的个数通常远大于用于决策的特征属性（输入-输出）的数目，使用对偶模型对ᨀ升求

解性能大有裨益。根据线性规划中的对偶理论（Duality Theory），乘法形式（Multiplier Form）

的CCR模型等价对偶形式，也称包络形式（Envelopment Form）如下所示：

min θ max θ

s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk s.t.

n∑
i=1

λixi ≤ xk

n∑
i=1

λiyi ≥ yk
n∑

i=1
λiyi ≥ θyk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.5)

对输入型CCR包络模型添加松弛变量S−, S+，转化为下式：

min θ

s.t.
n∑

i=1
λixi + S− = θxk

n∑
i=1

λiyi − S+ = yk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

S− ≥ 0, S+ ≥ 0

(28.6)

根据线性规划对偶理论中的松紧定理，判断决策单元DMUk是否DEA有效，需要首先判定模

型的最优解λ∗, S−∗, S+∗, θ∗是否满足

θ∗ = 1, S−∗ = 0, S+∗ = 0 (28.7)

无论是利用(28.3)还是(28.6)，直接判断DEA有效性都不容易。为此，通过引入非阿基米德无穷

小量（non-Archimedean）ε > 0的概念[370, 303]，可以成功地解决计算上和技术上的困难。

max
µ

µT yk min θ − ε(1TS− + 1TS+)

s.t. µT yj − νTxj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λixi + S− = θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi − S+ = yk

ν ≥ ε λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

µ ≥ ε S− ≥ 0, S+ ≥ 0

(28.8)

➊ DEA模型根据目标函数的不同，可以分成两类：投入型（Input-Oriented）和产出型（Output-Oriented）。产出型DEA模型是在给定

投入生产要素下最大化生产产出，而投入型是在给定产出水品下最小化投入成本。
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28.2 两阶段方法

魏权龄在[371]给出一个引理：考虑线性规划问题

min cTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

(28.9)

若其最优解集合为E，则存在ε̄ > 0，对于任意的ε ∈ (0, ε̄)，线性规划问题

min cTx− εdTx

s.t. Ax = b

x ≥ 0

(28.10)

的最优解也是下面线性规划问题的最优解：

max dTx

s.t. x ∈ E
(28.11)

对于含有非阿基米德无穷小量的对偶CCR模型：

min θ − ε(1TS− + 1TS+)

s.t.
n∑

i=1
λixi + S− = θxk

n∑
i=1

λiyi − S+ = yk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

S− ≥ 0, S+ ≥ 0

(28.12)

可以使用2-阶段法（阶段I与阶段II）求解：

（I） 求解对偶规划

min θ

s.t.
n∑

i=1
λixi + S− = θxk

n∑
i=1

λiyi − S+ = yk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

S− ≥ 0, S+ ≥ 0

(28.13)

的最优解θ∗。如果θ∗ < 1，则DMUk不为DEA弱有效；若θ∗ = 1，则转到阶段II（将最优

值θ∗ = 1带入上述模型中得到其最优解集合）。
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（II） 求解下面问题的最优解λ∗, S−∗, S+∗：

max 1TS− + 1TS+

s.t.
n∑

i=1
λixi + S− = xk

n∑
i=1

λiyi − S+ = yk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

S− ≥ 0, S+ ≥ 0

(28.14)

如果1TS−∗ + 1TS+∗ ̸= 0，则DMUk弱DEA有效；否则DMUkDEA有效。

对于n个决策单元组成的评价系统，假设参考集为

T̂ = {(xi, yi)|i = 1, . . . , n} (28.15)

形如下面的生产可能集

TCCR = {(x, y)|
n∑

i=1

λixi ≤ x,
n∑

i=1

λiyi ≥ y,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n} (28.16)

与CCR模型相对应。判断决策单元是否DEA有效，本质上是检验决策单元是否落在生产可能集的

生产前沿面上。

假设λ∗, S−∗, S+∗, θ∗是通过2−阶段法求解不含有非阿基米德无穷小量的CCR原始模型与对偶

模型的最优解，令

x̂k = θ∗xk − S−∗

ŷk = yk + S+∗
(28.17)

称(x̂k, ŷk)是DMUk在生产可能集TCCR的生产前沿面上的“投影”，根据“投影定理”[371]，它们

是DEA有效的。

DEA能够计算分配效率（Allocate Efficiency，AE）和技术效率（Technical Efficiency，TE），

后者分为规模效率（Scale Efficiency，SE）和纯技术效率（Pure Technical Efficiency，PTE），隐

含着很强的经济学背景，其中，技术效率与规模效率分别是生产函数和生产函数的规模收益不变性

质的推广[371]。

28.3 DEA变体模型

1984年，Banker等人[372]ᨀ出一种新的模型――BCC模型，使用凸约束（Convexity Con-

straint）度量决策单元的技术效率。在凸约束中，可以确保复合决策单元与被评测单元大小相当。

BCC模型估计的相对效率值不小于对应CCR模型计算的相对效率分值。BCC与CCR模型不同，后

者是基于规模收益不变（Constant Return to Scales，CRS）的假设，而BCC则适用于规模收益可
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变（Variable Return to Scales，VRS）的场景。

max µT yk − uk min θ

s.t. µT yi − νTxi − uk ≤ 0, i = 1, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi ≥ yk

ν ≥ 0, µ ≥ 0
n∑

i=1
λi = 1,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.18)

此为输入型BCC模型，而输出型BCC模型如下所示：

min νTxk + uk max θ

s.t. νTxi − µT yi + uk ≥ 0, i = 1, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λiyi ≥ θyk

µT yk = 1
n∑

i=1
λixi ≤ xk

ν ≥ 0, µ ≥ 0
n∑

i=1
λi = 1,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.19)

1985年，Färe和Grosskopf[373]在使用非参数的费用方法研究规模收益时，使用的DEA模型称

为FG模型，其基本假设是规模收益递减：

max µT yk − uk min θ

s.t. µT yi − νTxi − uk ≤ 0, i = 1, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi ≥ yk

ν ≥ 0, µ ≥ 0, uk ≥ 0
n∑

i=1
λi ≤ 1,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.20)

1990年，Seiford与Thrall[374]ᨀ出了基于规模收益递增假设下的ST模型：

max µT yk − uk min θ

s.t. µT yi − νTxi − uk ≤ 0, i = 1, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi ≥ yk

ν ≥ 0, µ ≥ 0, uk ≤ 0
n∑

i=1
λi ≥ 1,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.21)

1985年，Charnes等人[375]认为CCR 模型中关于生产函数凸性的假设在Ḁ些条件下是不合

理的，将目标规划首次应用到DEA方法，推出了一种新的效率评价模型――加法模型（Additive

Model）（亦称“C2GS2模型”）。加法模型基于规模收益可变假设，最大化被评估决策单元与有效
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前沿面（或包络面）的ℓ1 距离。

max ||(xk, yk)− (
n∑

i=1
λixi,

n∑
i=1

λiyi)||1

s.t. xk ≥
n∑

i=1
λixi

yk ≤
n∑

i=1
λiyi

n∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.22)

由于

||(xk, yk)− (
n∑

i=1
λixi,

n∑
i=1

λiyi)||1

= |xk1 −
n∑

i=1
λixi1|+ · · ·+ |xkm −

n∑
i=1

λixim|+ · · ·+ |yk1 −
n∑

i=1
λiyi1|+ · · ·+ |yk1 −

n∑
i=1

λiyis|

= (xk1 −
n∑

i=1
λixi1) + · · ·+ (xkm −

n∑
i=1

λixim) + · · ·+ (
n∑

i=1
λiyi1 − yk1) + · · ·+ (

n∑
i=1

λiyis − yks)

= 1TS− + 1TS+

(28.23)

从而，可以得到下面等价的加法模型：

max 1TS+
k + 1TS−

k

s.t. S+
k =

n∑
i=1

λiyi − yk

S−
k = xk −

n∑
i=1

λixi

n∑
i=1

λi = 1

S+
k ≥ 0, S−

k ≥ 0,λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.24)

原始的DEA模型对权重无任何限制，允许被评估决策单元选择对于自身最有利的权重，得出

的结果明显不符合实际，因此，人们一直重视对权重的研究。1986年，Charnes等人[376]通过调整

锥比率以反映决策者的偏好或者意愿，给出一个含有偏好的C2WH模型。

28.3.1. 一般性DEA模型

为了分析DEA模型的一般性质，避免无谓的重复工作，研究人员开始构建综合的数据包络分

析模型。1988年，Charnes等人[377]给出了第一个综合的DEA 模型C2WY，包含CCR模型，加法

模型和C2WH等模型，遗憾的是C2WY模型不能直接进行编程实现。根据[378]构造的一般性DEA
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模型，可以统一CCR、BCC、FG与ST模型为下面形式的输入型综合DEA模型：

max µT yk − δ1uk min θ

s.t. νTxi − µT yi + δ1uk ≥ 0, i = 1, . . . , n s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi ≥ yk

ν ≥ 0, µ ≥ 0 δ1(
n∑

i=1
λi + δ2(−1)δ3λn+1) = δ1

δ1δ2(−1)δ3uk ≥ 0 λi ≥ 0, i = 1, . . . , n+ 1

(28.25)

其中，δi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3。当δ1 = 0时，模型(28.25)就是标准的输入型CCR模型；当δ1 =

1, δ2 = 0时，模型退化为输入型BCC模型；当δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 0时，模型就是输入型FG模型；

当δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 1时，就是输入型ST模型。

2004年，Yun等人[379]应用增强的切比雪夫标量化函数构造如下形式的一般型数据包络分析模

型（GDEA）：
max
µ,ν

∆

s.t. ∆ ≤ d̃i + α(µT (yk − yi) + νT (−xk + xi)), i = 1, . . . , n

µT1 + νT 1 = 1

µ, ν ≥ ε

(28.26)

其中，α > 0需要根据具体问题做适当调整；ε > 0是一个非阿基米德无穷小量，一般取值范

围在[10−6, 10−5]；d̃i是向量yk − yi与−xk + xi中数值最大的元素与对应权值的乘积。如果目标

值∆ = 0，则对应决策单元DMUk 称为α−有效；若∆ < 0，那么决策单元就是α−无效的。

28.3.2. 退化的DEA模型

原始的CCR模型主要用以解决多输入多输出问题，在现实评价问题中，常会遇到诸如只有输

入或者输出的“退化”情况。1995年何静给出了评价只有输出（入）指标的模型，并讨论了其相关

性质[380]。

假设所有决策单元输入指标相等（等输入），那么根据分式CCR模型(28.2)有：

max ( µ
νT xk

)T yk

s.t. ( µ
νT xi

)T yi ≤ 1

µ ≥ 0, ν ≥ 0

(28.27)

由于νTx1 = νTx2 = . . . = νTxn = λν , ∀ν ≥ 0，若取µ = µ/λν，上面的模型等价于：

max µT yk min
n∑

i=1
λi

s.t. µT yi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n ⇒ s.t.
n∑

i=1
λiyi ≥ yk, i = 1, 2, . . . , n

µ ≥ 0 λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

(28.28)
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类似地，可以得到相应的等输出CCR模型：

min νTxk max
n∑

i=1
λi

s.t. νTxi ≥ 1, i = 1, 2, . . . , n ⇒ s.t.
n∑

i=1
λixi ≥ xk, i = 1, 2, . . . , n

ν ≥ 0 λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

(28.29)

对于等输出的CCR模型(28.28)，其对偶形式可以通过变换
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

t =
n∑

i=1
λi

θ = 1/t

λi = λi/t

(28.30)

得到如下形式的等价模型：

max θ

s.t.
n∑

i=1
λiyi ≥ θyk

n∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.31)

对于等输入的输出型BCC模型：

min νTxk + vk

s.t. νTxi − µT yi + vk ≥ 0

µT yk = 1

µ ≥ 0, ν ≥ 0

(28.32)

有νTx1 + vk = . . . = νTxn + vk = θ，则上述模型等价于

min θ

s.t. θ − µT yi ≥ 0

µT yk = 1

µ ≥ 0, θ ≥ 0

(28.33)

设置新的权值向量ω = µ/θ，则可以得到等价的线性模型如下：

max ωT yk

s.t. ωT yi ≤ 1

ω ≥ 0

(28.34)

由此可知，等输入的输出型CCR模型与等输入的输出型BCC模型等价[381, 382, 383]。

如果所有决策单元只有输出（输入相等均为0），根据输出型CCR对偶模型(28.5)，取xi = 0, i =
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1, . . . , n，则可以得到下面形式模型：

max θ

s.t.
n∑

i=1
λiyi ≥ θyk

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.35)

由于在θ = 1,λk = 1,λi = 0, i ̸= k是模型的一个可行解，显然θ = k,λk = k,λi = 0, i ̸= k也是其可

行解（k = 1, 2, . . .）。显然，模型最优效率值θ∗ > M, ∀M > 0。所有的决策单元的最优效率值均

是无穷的，有效的与无效的决策单元无法区分，因此结果是没有意义的[381]。对于只有输入指标

的CCR模型，可以得到相同的结论。

根据输出型BCC对偶模型(28.19)，只要取xi = 0, i = 1, . . . , n，则可以得到只有输出的BCC模

型：

max θ

s.t.
n∑

i=1
λiyi ≥ θyk

n∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.36)

与等输入的输出型CCR模型(28.31)形式完全相同，是等价的，从而与等输入的BCC模型也是等价

的，输出型BCC模型中输出指标是最重要的。类似地，可以得到输入型模型（BCC与CCR）的等

价对应关系。

如果决策单元只有一个输入（输出）指标，但各个决策单元的输入（输出）指标不全相等，在

规模收益不变的假设前ᨀ下，可以通过同时放缩一定比例的输出（输入）指标，使得决策单元的单

个输入（输出）指标相等，从而转换为等输入（等输出）的应用环境。

我们对规模收益变化不做任何假设，则CCR模型就退化为单输入-多输出（多输入-单输出）的

模型，根据模型(28.3)可得：

max
µ,ν

µT yk min
µ,ν

νTxk

s.t. µT yi − νxi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n s.t. µyi − νTxi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n

νxk = 1 µyk = 1

ν ≥ 0, µ ≥ 0 ν ≥ 0, µ ≥ 0

(28.37)

由模型可以明显的看到，对于单输入-多输出的CCR模型，如果存在xk = 0，模型无可行解；类似

地，对于多输入-单输出的CCR模型，如果存在yk = 0，则模型亦无可行解。否则，可以将模型中

的等式约束带入到第一个约束条件，可得：

max
µ

µT yk min
ν

νTxk

s.t. xkµT yi − xi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n s.t. yi − ykνTxi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n

µ ≥ 0 ν ≥ 0

(28.38)
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目前，无输出类型的DEA模型已经得到广泛应用：多目标规划[384, 385]、智能系统[386, 387]、

数据挖掘[388]、偏好投票系统[389, 390]、技术选择[391, 392, 393]、信息检索与搜索引擎排名聚

合[394]等。

28.3.3. 逆数据包络分析模型

逆DEA的思想源于构建投资预测模型（IPM）[395, 396]，在已知其输入输出变量和相对效率

分值的前ᨀ下，对于Ḁ个决策单元，在部分输入发生改变时，预测其输出所发生的改变。

假设存在决策单元DMU1, . . . ,DMUn，构建一个虚拟决策单元DMUn+1，逆DEA模型通过

其输入输出值同其他n个决策单元建立联系，不妨假设其输入向量为xn+1 ∈ Rm，输出向量

为yn+1 ∈ Rs。逆DEA模型实际上可以由以下两个基本问题予以概括[397]：

（1） 在每个决策单元相对效率不变的前ᨀ下，只变动Ḁ个决策单元的Ḁ些输入值，预测该决

策单元输出值的变化。假设对于决策单元DMUk，其输入向量变化为∆xk，在保持其相

对效率不变的情况下，其输出值变化为∆yk，不妨将变化以后的决策单元记作DMUn+1，

则xn+1 = xk +∆xk, yn+1 = yk +∆yk。那么，输出值的变化可以通过求解如下形式的数学规

划问题获得：

max
s∑

r=1
cr∆ykr

s.t.
n∑

i=1
λixi + λn+1 (xk +∆xk)︸ ︷︷ ︸

xn+1

+s− = (xk +∆xk)︸ ︷︷ ︸
xn+1

θk

n∑
i=1

λiyi + λn+1(yk +∆yk︸ ︷︷ ︸
yn+1

)− s+ = yk +∆yk︸ ︷︷ ︸
yn+1

s−, s+ ≥ 0

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, n+ 1

(28.39)

考虑到原始决策单元DMUk输出值的比例，可以取cr = yr > 0, r = 1, . . . , s。

（2） 在每个决策单元相对效率不变的前ᨀ下，只变动Ḁ个决策单元的Ḁ些输出值，预测该决

策单元输入值的变化。假设对于决策单元DMUk，其输出向量变化为∆yk，在保持其相

对效率不变的情况下，其输入值变化为∆xk，不妨将变化以后的决策单元记作DMUn+1，

则xn+1 = xk +∆xk, yn+1 = yk +∆yk。那么，输入值的变化可以通过求解如下形式的数学规

划问题获得：

min
m∑
r=1

cr∆xkr

s.t.
n∑

i=1
λixi + λn+1 (xk +∆xk)︸ ︷︷ ︸

xn+1

+s− = (xk +∆xk)︸ ︷︷ ︸
xn+1

θk

n∑
i=1

λiyi + λn+1(yk +∆yk︸ ︷︷ ︸
yn+1

)− s+ = yk +∆yk︸ ︷︷ ︸
yn+1

s−, s+ ≥ 0

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, n+ 1

(28.40)
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考虑到原始决策单元DMUk输入值的比例，可以取cr = 1/xr > 0, r = 1, . . . ,m。

28.4 计算问题

任何方法都有其最佳适用范围，DEA也不例外，如果能够恰当的使用，它由于以下特征显得

功能强大：（1）它能够处理多输入-多输出问题。（2）它不需要知道输入与输出之间的显性函数

关系。（3）DMU可以与其他DMU或者其他DMU的组合直接比较。（4）它具有单位不变性（Unit

Invariant）的特点，DEA衡量的DMU的结果不受投入产出数据所选择单位的影响。（5）DEA模型

不需要事前设定投入与产出的权重，因此不受人为主观因素的影响。

分析人员在决定使用DEA时，需要时刻注意DEA存在的一些局限性：（1）DEA是一种极点技

术（Extreme Point Technique）对噪声（如测量误差）十分敏感，即便是零均值的对称噪声都能

够造成严重的问题。（2）DEA 适于估计决策单元的“相对”效率，难以计算“绝对”效率，使

用它可以对决策单元相互比较，而无法同“理论最大值”（Theoretical Maximum）做比较。（3）

DEA是一种非参数技术，很难基于它做统计假设检验，这也是未来研究的焦点。（4）由于标准形

式的DEA模型，需要对每个决策单元计算一个线性规划模型，属于计算密集型模型，对于大数据

集合时间开销不容忽视。

对于DEA方法中使用的输入变量与输出变量，Cooper等人给出如下的选取准则[398]：（1）对

所有决策单元，可以得到每个输入和输出值，而且这些数值须为正数。（2）对这些项目选择，必须

反映分析者或者管理者对于使用相对效率评估相关要素的兴趣。（3）从相对效率的定义出发，输入

的数值应越小越好，而输出的数值应越大越好。

传统的DEA模型，如CCR、BCC的求解需要对每个DMU计算一个LP问题，在处理大规模数据

时，计算开销形成一个巨大的瓶颈[399, 400]。改善DEA模型的求解效率，存在两条路径：设计高

效的通用LP优化算法，根据DEA模型的特征设计高效的优化算法。本节主要讨论选择第二条路径，

设计高效的DEA优化算法。

对于乘法形式的CCR模型，任意两个LP问题的区别仅仅在于目标函数的不同，[401]利用乘

法形式的DEA模型，使用GAMS（General Algebraic Modeling System）将多个小型LP问题合并

为一个LP模型，以实现批量高效求解。 [402, 403]从DEA的精度与计算健壮性两个问题出发，研

究CCR、BBC和加法型三个典型的DEA模型，并根据DEA的特性设计高效的求解算法。如果Ḁ

个DMU相对于部分数据集是无效的，那么它相对于整个数据集也一定是无效的。根据这个原则，

[404]使用分解技术，将数据集分割成多个大小相似的数据块，并对每个数据块独立求解DEA模

型，并充分利用并行化优势，通过求解部分模型分析所有数据集，有效ᨀ高求解速度。Chen等

人[405]认为DMU数目对DEA的计算构成压力，因此，ᨀ出了一种增速流程，在BCC模型上的实

现结果表现不错。Emrouznejad和Shale[406]随机选取部分数据样本，使用传统DEA方法计算它们

的相对效率，并以此作为输出变量训练神经网络，进而利用训练得到的模型，直接用于预测测

试DMU的相对效率，从而大幅ᨀ高计算的效率。Omur[407]将其应用到对医院的效率评价问题上，
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其性能甚至超过判别分析方法。 [408]认为非零最优权值的求解是制约模型优化速度的主要因素，

由此ᨀ出使用内点法快速计算非零权值。

对于n个决策单元，假设

T =

{
(µ, ν) | µT yi − νTxi ≤ 0, µ ≥ 0, ν ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
(28.41)

对于决策单元DMUk，可以利用下面的CCR模型评估其相对效率：

max µT yk

s.t. (µ, ν) ∈ T

νTxk = 1

(28.42)

假设其最优权值向量为µ∗, ν∗，定义

Sk =
{
i | µ∗T yi = 1, ∀i = 1, . . . , n

}
(28.43)

为DMUk的效率参考集（Efficiency Reference Set，ERS）[409]。➊

对于任意决策单元集合DMUj，可以利用下面的CCR模型评估其效率：

max µT yj

s.t. (µ, ν) ∈ T

νTxj = 1

(28.44)

如果j ∈ Sk，则根据ERS的定义可知µ∗T yj = 1，并且(µ∗, ν∗) ∈ T，故µ∗, ν∗是模型(28.44)的可

行解。对于任意的(µ, ν) ∈ T，由于µT yk ≤ 1，故µ∗, ν∗也是模型(28.44)的一个最优解。由此可知，

利用决策单元的效率参考集，可以减少不必要的计算，对于包含大量相对有效的决策单元，效果尤

其明显。

28.5 数据包络分析与数据挖掘

Troutt等人[410]给出BBC模型的变体，构建一个接受边界（Acceptance Boundary），作为区分

决策单元的超平面。尽管方法无需输入数据非负，但是对决策单元ᨀ出以下几个限制条件：1）决

策单元是单调的（对于任意两个决策单元，如果其他属性值全部相同，Ḁ个属性值越大则该决策单

元属于Ḁ个类别的可能性也更大，反之亦然）；2）决策单元中不含第二类错误；3）分类函数是凸

函数等。基于[410]中定义的接受边界的概念，[411] 更近一步，不仅能够确定新样本是否可以被接

受，而且还能够确定新数据与之前已经分类好的数据之间的距离。 [412]将数据包络分析和神经网

络解决决策单元效率评价问题进行了比较。

➊ J C Paradi: An efficiency reference set, or peer group, defined by a (small) subset of efficient units “closest” to the unit under

evaluation; i.e. with similar mixes of inputs and outputs.
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Pendharkar等人[413]给出一种融合数据包络分析和径向基函数网络（RBFN）的混合模型，解

决带有负值输入，非线性可分的分类问题。

Yan和Wei[414]将每个样本数据都看作一个决策单元，以数据的全部特征作为输入，单位1为输

出，确立数据包络分析模型和数据分类器之间的等价关系，从而将决策单元的分类问题转化为确定

决策单元能否为“接受域”（Acceptance Domain）所接受。“接受域”是从训练数据集中构建的，

也就是传统数据包络分析模型中的生产可能集。[414] 基于生产可能集的基本公理体系，使用线性

不等式组来表示“接受域”，与一个分类函数一起构成了基于数据包络分析模型的分类器。

除了直接根据DEA模型构建分类器以外，研究人员根据已经发展成熟的经典数据挖掘分类

算法，使用集成技术构建分类器。如Sohn和Choi[415]选择分类器的四个性能指标：Sensitivity，

Specificity，False negative，Positive error作为输出，常量1作为输入，一个分类器构成一个决策

单元，求解多个分类器构成的数据包络模型，然后根据各个分类器的相对效率值为分类器赋权，获

得集成分类器。

2007年，Zheng和Padmanabhan[416]使用数据包络分析模型（输入型BBC）选择、组合多个

基本分类模型。对于二元分类模型，如果假阳性（False Positive）、真阳性（True Positive）分别

作为输入和输出，利用数据包络分析模型构建的效率前沿面（凸壳）与ROC曲线是等价的。对于

多元分类模型，基于分类预测混淆矩阵，他们使用以对角元素（正确分类）为输出，其他元素为

输入的决策单元，计算各个分类器的相对效率分值，并ᨀ出两种方法集成分类器：只使用相对有

效的模型（EMO）根据多数投票原则确定组合模型的预测分类；使用效率值作为权值组合所有

模型（ESW）。2009年，Song等人[417]根据DEA方法SF模型计算得到的炼油企业的相对效率分值，

将企业分为两种类型：相对有效（记作+1），相对无效（记作−1），取出部分样本及标记作为训

练集，部分样本及标记作为测试集，利用SVM训练二元分类模型。2011年，Bazleh等人[418]以精

度与计算时间作为主要特征，利用数据包络分析模型给基本分类模型排名。2012年，Eftekhary等

人[419]利用数据包络分析模型分析不同标准化预处理方法对影响，根据预处理后分类器的表现性

能对标准化预处理方法排名。2013年，Jiang等人[420]根据Performance与Efficiency两种指标，将

供应商分成四类：HI，HE，LI，LE，使用两个步骤区分出供应商的类型。第一步：将供应商的6

种能力属性与5种性能属性分别作为输入、输出变量，利用数据包络分析模型CCR计算供应商的相

对分值。第二步：将供应商的相对效率分值添加到原始的属性（特征）空间，根据SVM训练一种

四元分类模型。实验表明，DEA-SVM混合模型表现良好。疑问：[420]在使用分类模型对新加入的

供应商预测其类属时28.1，为了获得其相对效率分值，需要对模型建立所基于的所有供应商重新计

算相对效率分值，增加了大量的计算开销。

DEA模型天生就是一个分类器，无需建立输入输出之间显性的函数关系，就可以将决策单

元划分为两组：相对有效的决策单元（相对效率值等于1）、相对无效的决策单元（相对效率值小

于1）。研究人员已经开始研究数据包络分析模型自然分类的能力，融合机器学习中经典的分类方

法，如支持向量机（SVM），构建集成形式的分类器[421, 420]。无论是直接利用相对效率值实现自
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图 28.1: DEA-SVM混合模型

动标记[421]，还是将相对效率值作为新的独立特征引入数据集[420]，都取得良好的表现。

由传统DEA方法产生的生产前沿面实际上可以看做一个分段生产函数（Piecewise Production

Function），Po等人[422]根据据此对决策单元做聚类分析。

通常，关联规则的兴趣度可以使用支持度和置信度两个指标度量。然而，在实际生活中，能

够反映兴趣度的因素可能有多个，使得关联规则评价变成多属性决策问题。于是，Chen[388]、

Toloo等人[423]使用DEA方法解决关联规则挖掘问题。

28.6 基于数据包络分析的排名模型

对于前沿面上相对有效的DMU，原始的DEA模型没有ᨀ供更多的信息区分它们，从而无法

得到所有DMU 的完全排名（Full Ranking）结果。如果能够ᨀ升DEA的区分能力，则完全排名的

问题就可以迎刃。在传统的DEA模型中，每个DMU都存在一个相对整个DMU集合，对于自身最

佳的权值，由此确定了各个DMU相对于整个DMU集合的相对效率值。如果能够从整个DMU集合

出发，寻找最佳的DMU作为参考，从而可以确定一个公共权值（Common Weight），作为衡量各

个DMU“绝对效率”的标准，从而实现完全排名的目的。

关于公共权值和排名问题，目前已经有很多研究人员参与研究。1990年，Cook等人[389]首

次ᨀ出公共权值的概念。 1991年，Roll等人[424]首次使用公共权值评价高速路养护单位。

Cook和Kress[389, 425]通过缩小权值上下界的差距，利用有界DEA的公共权值给出主观有序

偏好排名。Cook等人[426]，Andersen和Petersen[427]分别发展了排列相对有效决策单元的过程。

Ganley与Cubbin[428]通过最大化所有DMU的效率分值之和，确定一个公共权值用于对各个决

策单元排名。Doyle 和Green [429] 利用交叉效率矩阵发展了一种排名尺度方法（Rank Scale

Method）。Sinuany–Stern等人[430]引入了包括两阶段线性判定分析（Two-stage Linear Discrim-

inate Analysis）在内的多种分析方法对DMU集合进行排名。Cooper和Tone 通过计算基于松弛变

量的相对效率值，使用其中相对无效的效率值尺度度量进行排名[431]。Liu和Peng[432]ᨀ出公共

权值分析（Common Weights Analysis, CWA）的概念，利用公共权值集合，可以预计算相对有效

的DMU的绝对效率分值，即构建一条隐含的绝对效率前沿面作为标准参照。
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近年来，利用DEA方法对决策单元进行效率排序的方法层出不穷[433, 434]，如交叉效率评价

方法[435]，超效率排名技术[427]，融合多目标决策（MCDM）的数据包络分析方法[436]等，得到

长足的发展与广泛的应用。

28.6.1. 交评价方法

在传统DEA模型，如CCR模型中，各DMU都选择对于自己最有利的权值，不同DMU拥有

不同的最优权值，导致相互之间的效率失去可比性，传统DEA单纯依靠自评体系来评价决策单

元有失公允。Sexton 等人[435]充分利用所有DMU的评价信息，通过建立交叉评估矩阵（Cross-

Evaluation Matrix），利用平均交叉效率值，对DMU 进行优劣评价和排名。交叉效率评价方法希

望利用互评体系来弥补自评体系的缺陷。

对于任意两个决策单元DMUi和DMUj，交叉效率评价方法执行以下几个步骤：

（1） 计算各自的相对效率hi = hii、hj = hjj。

（2） 计算交叉效率hij、hji，对于hji，可以通过下面条件DEA模型确定：

hji = max
µ

µT yi

s.t. hjjνTxj − µT yj = 0

νTxi − µT yi ≥ 0

νTxi = 1

ν ≥ 0

(28.45)

由第一个约束条件可知，可行解源于决策单元DMUj的最优权值，反映决策单元DMUj对

输入、输出指标的评价，而目标函数µT yi则反映了DMUj对DMUi的评价。hji的计算方法类

似。

（3） 使用交叉效率构造交叉效率矩阵：

H =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n

...
...

. . .
...

hn1 hn2 · · · hnn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(28.46)

由此，可以获得决策单元DMUk(k = 1, . . . , n)的平均效率[429]：

h̄k = 1
n

n∑
j=1

hkj(Averaged Appraisal of Peers)

h̄k = 1
n

n∑
i=1

hik(Averaged Appraisal by Peers)
(28.47)

由于平均效率是全部决策单元共同表决的结果，因此可作为各个决策单元排名的依据。
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交叉效率评价方法依然存在缺陷，如交叉效率值不唯一；平均交叉效率值和权重之间没有相应

的联系，无法帮助决策者改进其效率；最终的平均交叉效率值并非帕累托最优或是可以进行帕累托

改进，无法使所有的决策单元确信接受最终的评价结果。对于交叉效率评价方法的一些缺陷，陆续

有研究人员ᨀ出改进。比如，Doyle等人[429]使用全局优化技术，以确定出全局最优解，确保最优

解是唯一的。

交叉效率评价方法的应用比较丰富，比如对夏季奥林匹克运动会参赛国家进行排名[437, 438,

439]。

28.6.2. 超效率排名模型

利用传统DEA方法评估决策单元，通常存在多个相对有效的决策单元，无法直接利用相对效

率值对相对有效的决策单元做进一步区分。为了弥补这一不足，Banker与Gifford[440]首次ᨀ出将

有效决策单元从效率前沿面分离开来，在CCR模型的基础上构建超效率DEA模型，度量各决策单

元的超效率分值。在Andersen 与Petersen[427]的努力下，得到进一步完善。超效率模型（Super

Efficiency Model）的基本思想：将待评测决策单元的投入和产出使用其它所有单元的投入和产出

的线性组合替代，而将被评测单元排除在参考集（Reference Set）之外来评估其效率。

max µT yk min θ

s.t. νTxi − µT yi ≥ 0 s.t.
n∑

i=1
λixi ≤ θxk

νTxk = 1
n∑

i=1
λiyi ≥ yk

ν ≥ 0, µ ≥ 0 λi ≥ 0

i = 1, . . . , n, i ̸= k i = 1, . . . , n, i ̸= k

(28.48)

对于无效决策单元，超效率模型估计的结果与CCR模型结果一致；对于CCR模型下有效的决策单

元，在超效率模型下效率值θ一般都是大于1。超效率DEA模型的经济含义是：一个有效决策单元

可以将其投入按比例增加而效率值保持不变，投入增加的最大比例就是其超效率值θ − 1。

超效率模型存在一个不足：使用传统CCR模型确定的相对有效的决策单元，在超效率模型中

可能无可行解。对此，Lovell与Rouse[441]ᨀ出一个新的超效率模型解决这一问题，确保所有决策

单元都有可行解。

28.6.3. 公共权值向量集

传统的DEA方法允许每个决策单元选择最有利于自身的指标权值向量，作为评价其生产效率

的基准，由此确立的各个决策单元的相对效率缺乏可比性，无法作为决策单元排名的依据。为了

对所有的决策单元采用统一的标准进行评估，研究人员便ᨀ出公共权值向量集（Common Set of

Weights）的概念。公共权值向量集解自多目标规划，是生产可能集（Production Possibility Set,

PPS）➊ 支持超平面（Supporting Hyperplane）的法向量（Normal Vector）。使用公共权值向量

➊ PPS将决策单元分成两组：处于PPS内的是无效率的决策单元，位于PPS前沿面上的是有效的决策单元。
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集对决策单元进行排名是一个重要的方法，对决策单元进行排名需要首先定义一个度量决策单元

与超平面距离的范数[442, 424, 443, 444, 445]。

[446]利用决策单元集合构造输入最小输出最大的虚拟决策单元，根据CCR模型确定虚拟决策

单元的最大效率，从而解得其最优权值作为公共权值，据此可以评估各个决策单元的相对效率，并

进行效率排名。

28.6.4. DR/DEA方法

根据DEA模型计算的相对效率可以将决策单元分成两个类簇：相对有效的（P）与相对无效的

（N），Sinuany-Stern和Friedman[447]根据两个类簇定义了一个比率分值

Ti =
µT yi
νTxi

, i = 1, . . . , n (28.49)

并基于“最大化类簇间比率分值差异，最小化类簇内比率分值差异”的原则，寻找最佳公共权值向

量，作为分离两个类簇决策单元的分类函数。对于类簇P 与N，各自的平均比率分值定义为：

T̄P = 1
n1

∑
i∈P

Ti

T̄N = 1
n2

∑
i∈N

Ti

(28.50)

其中，n1, n2分别表示类簇P,N的大小。由此可以确定所有决策单元平均比率分值：

T̄ =
n1T̄P + n2T̄N

n

选择最佳公共权值向量转化为如下最优化问题：

max
µ,ν

λ =
SSB(T )

SSW (T )
(28.51)

其中，SSB(T ), SSW (T )表示类簇间（内）比率分值差异，定义为：

SSB(T ) = n1(T̄P − T̄ )2 + n2(T̄N − T̄ )2 = n1n2

n1+n2
(T̄P − T̄N )2

SSW (T ) =
∑
i∈P

(Ti − T̄P)2 +
∑
i∈N

(Ti − T̄N )2
(28.52)

DR/DEA属于非线性优化问题，[447]使用的共轭梯度算法（Conjugate Gradient Algorithm）

优化模型，但无法保证能够找到全局最优解。

利用最优公共权值，可以实现对所有决策单元进行完全排序，并保证相对有效的决策单元排列

在无效决策单元之前。
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28.6.5. 基于切比雪夫距离的排名方法

Tavares与Antunes[448]ᨀ出一种类似于加法模型的效率评价方法，唯一的区别就是最小化被

评价单元与有效前沿面的L∞范数距离（也称切比雪夫距离，或棋盘距离）：

min ∥(xk, yk)− (
n∑

i=1
λixi,

n∑
i=1

λiyi)∥∞

s.t. xk ≥
n∑

i=1
λixi

yk ≤
n∑

i=1
λiyi

n∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.53)

可以证明，模型(28.53)等价于下面的线性模型[449]：

max uk

s.t. xk ≥
n∑

i=1
λixi + uk

yk ≤
n∑

i=1
λiyi − uk

n∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.54)

其中，uk ∈ [0,∞)表示效率值，当且仅当uk = 0时，决策单元DMUk是有效的，或者取θk =

1/(1 + uk)，当θk = 1时，决策单元有效。

[449]将待评测的决策单元从生产可能集中剔除，使用下面的模型计算其效率值：

min ∥(xk, yk)− (
n∑

i=1,i̸=k
λixi,

n∑
i=1,i̸=k

λiyi)∥∞

s.t. xk ≤
n∑

i=1,i̸=k
λixi

yk ≥
n∑

i=1,i ̸=k
λiyi

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.55)

根据L∞的定义可知：

∥(xk, yk)− (
n∑

i=1,i ̸=k
λixi,

n∑
i=1,i ̸=k

λiyi)∥∞

= max

{{
|xkl −

n∑
i=1,i̸=k

λixil|
}m
l=1

,
{
|ykr −

n∑
i=1,i ̸=k

λiyir|
}s
r=1

}

= max

{{ n∑
i=1,i ̸=k

λixil − xkl

}m
l=1

,
{
ykr −

n∑
i=1,i ̸=k

λiyir
}s
r=1

}

! vk

(28.56)
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则有下面模型：

min vk

s.t. vk ≥
n∑

i=1,i ̸=k
λixi − xk

vk ≥ yk −
n∑

i=1,i̸=k
λiyi

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(28.57)

根据对偶理论，可得其对偶模型：

max µT yk − νTxk

s.t. µT yi ≤ νTxi

1Tµ+ 1T ν = 1

µ ≥ 0, ν ≥ 0

i = 1, . . . , n, i ̸= k

(28.58)

28.6.6. PCA排名

Joe Zhu[450]做过关于DEA与PCA两种方法的比较实验，发现二者对决策单元的排名具有一致

性。后来，Premachandra[451]对Zhu的方法做了进一步的改进。
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第二十九章 AHP

20世纪中后期，美国运筹学家Saaty[364, 365]ᨀ出了层次分析法（Analytic Hierarchy Process，

简称AHP）。它是一种定性与定量相结合的、系统的、层次化的，能够有效解决多准则多目标问题

分析方法，主要用于解决复杂的决策、评价、分析和预测问题。AHP应用比较广泛，可解决人力

资源管理[452]、医学诊断[453]、经济计划与管理、能源政策与分配、生产决策、交通运输、预测

等问题[454]等。

AHP将决策问题分解为子问题，建立一种层次化的结构，通过逐层分析，确定最佳的备选方

案。从心理学的角度来看，AHP将决策问题理性地拆分，从不同层面理解决策者的意图，并运用

各个层面之间的内在联系，寻找最能契合决策者目标的方案。一般地，AHP将决策问题分为三个

层次：目标层（Goal）、准则层（Criteria）和方案层（Alternatives）。

例29.1. 决策者需要从桂林、黄山、北戴河三个目的地选择一个作为度假旅游的去处，那么按照正

常的思路，她（他）会根据景色、餐饮、居住、行程等多个因素综合分析，并确定最终的方案。这

个决策问题的目标即确定一个旅游目的地，而方案就三个：桂林、黄山与北戴河，而准则就是决策

者选择方案所考虑的因素，包括景色、餐饮、居住、行程等。据此，AHP建立如图 29.1所示形式的

层次关系图➊。

图 29.1: Analytic Hierarchy Process: Decision on a Vacation Spot

➊ 浙江大学数学建模课程
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29.1 基本步骤

AHP确立层次结构以后，会根据各个准则相对于目标的重要程度做两两比较，然后根据各个

方案对于各项准则的权重量化准则和方案层。尔后，根据两组权重综合确定各方案对目标的权重。

具体包含以下几个步骤：

（1） 建立层次分析结构模型，如图29.1所示。

（2） 构造判断矩阵。使用序对比较法和1 ∼ 9尺度，构造每层相对上一层各个因素的判断矩阵。

（3） 计算权向量并作一致性检验。对每个判断矩阵计算最大特征值和特征向量，作一致性检验，

若通过，则特征向量即权重向量，否则重新构造判断矩阵。

（4） 计算组合权重向量。如果组合权向量通过一致性检验，则可以作为决策的依据，否则重新构

造一致性较弱的判断矩阵。

根据基本步骤，我们在下文尝试着解决前述旅游景点选择问题。

29.1.1. 构造判断矩阵

根据各个准则c1, . . . , cn相对目标O的重要程度，决策者对准则层两两比较，任选准则ci和cj，

确定相对权值aij。为了方便从定性到定量的转化，Saatyᨀ出使用1 ∼ 9尺度，即1 ≤ aij ≤ 9，或者

尺度1 ∼ 9的倒数。相对权值构成判断矩阵A = (aij)n×n，且满足aij = 1/aji, aii = 1, i, j = 1, . . . , n，

因此A > 0是正互反矩阵（Positive Reciprocal Matrix）。

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1/2 4 3 3

2 1 7 5 5

1/4 1/7 1 1/2 1/3

1/3 1/5 2 1 1

1/3 1/5 3 1 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(29.1)

对于任意三个准则ci、cj和ck，i, j, k = 1, 2, . . . , n，两两比较得到相对权值aij , aik, ajk，如果满

足aik = aijajk，则称判断矩阵A 是一致矩阵。此时，可以认为决策者的判断行为是可信的、严格

一致的[455]。如果判断矩阵是一致矩阵，可以认为决策者严格根据自身对于各个元素相对上一层

的相对权值进行判断。这种关系可以从数学上予以证明。
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假如决策者认为准则c1, . . . , cn相对目标O的重要程度分别为w1, . . . , wn，据此对元素两两比较，

得到相对权值aij = wi/wj，由此构造的判断矩阵

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w1/w1 w1/w2 · · · w1/wn

w2/w1 w2/w2 · · · w2/wn

...
...

. . .
...

wn/w1 wn/w2 · · · wn/wn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(29.2)

是一致矩阵。

由于A = αβT，其中

α = (w1, w2, . . . , wn)
T , β = (

1

w1
,
1

w2
, . . . ,

1

wn
)T

因此，矩阵A的秩为1，并且由于Aα = αβTα = nα，表明矩阵A存在唯一的非负特征值n，对

应的特征向量α，正是准则层相对目标层的相对权值。

29.1.2. 一致性检验

一致性的判断终究只是一个理想的假设，实际上，决策者在决策时，比较合理也是可行的一

种方式是两两比较，而直接对准则层构造一个权值列表是困难的。对于一个包含了n个元素的准则

层，只需做
(
n
2

)
次序对比较，即可构造出决策者的判断矩阵。

在构造判断矩阵时，AHP允许一定程度的不一致性，但不一致性不能偏离过大以致判断行为

不可信。为了衡量判断矩阵的一致性，Alexander和Saatyᨀ出一致性检验的基本步骤[456]：

（I） 计算一致性指标CI：

CI =
λmax − n

n− 1

CI越大表明判断矩阵不一致性越严重，λmax是判断矩阵主特征值，可以证明λmax ≥ n，且

当λmax = n，从而CI=0，判断矩阵是一致性矩阵。

（II） 计算平均随机一致性指标RI：表29.1是Alexander和Saaty的模拟结果，通过多次模拟生成

表 29.1: Saaty’s RI

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

RI 0 0 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49 1.51

判断矩阵，计算一致性指标CI，将多次模拟结果取平均。

（III） 计算一致性比率CR：

CR =
CI
RI

根据Alexander和Saaty的模拟结果，认为当CR < 0.1，则通过一致性检验。实际上这个阈

值从理论上很难给出严格的证明，只是一种粗糙的估计，并引发了诸多争议。
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针对上例，通过计算可知λmax = 5.073，对应特征向量为

ω(2) = (0.263, 0.475, 0.055, 0.090, 0.110)T .

矩阵的一致性指标CI = (5.073− 5)/4 = 0.018，查表29.1可知RI = 1.12，一致性比率CR = 0.016 <

0.1，表明矩阵A通过一致性检验。由此确定准则层相对目标层的权值向量ω(2) ∈ Rn。

同理，可以确定相对Ḁ个准则，方案层的相对权值向量列表如下：

(0.595, 0.277, 0.129)T , (0.082, 0.236, 0.682)T , (0.429, 0.429, 0.142)T ,

(0.633, 0.193, 0.175)T , (0.166, 0.166, 0.668)T ,

并且都通过了一致性检验。

29.1.3. 组合权重和组合一致性检验

组合权重是指根据各准则相对目标的权重向量和各方案相对每一准则的权重向量计算的各个

方案相对目标的权重向量。

根据确定的相对Ḁ个准则，方案层的相对权值向量，可以确定各个方案a1, . . . , am相对准则层

的权值向量ω(3)
1 , . . . ,ω(3)

m ∈ Rn。根据上例确定的三个方案相对准则层（5个准则）的相对权值分别

为：

ω(3)
1 = (0.595, 0.082, 0.429, 0.633, 0.166)T

ω(3)
2 = (0.277, 0.236, 0.429, 0.193, 0.166)T

ω(3)
3 = (0.129, 0.682, 0.142, 0.175, 0.668)T

根据准则层相对目标层的权值ω(2)，以及方案层相对准则层的相对权值ω(3)
1 ,ω(3)

2 ,ω(3)
3 可以确定各个

方案相对目标的最终权值。

• 桂林相对目标的权值为

ω1 = (0.595, 0.082, 0.429, 0.633, 0.166)(0.263, 0.475, 0.055, 0.090, 0.110)T = 0.3

• 黄山相对目标的权值为

ω2 = (0.277, 0.236, 0.429, 0.193, 0.166)(0.263, 0.475, 0.055, 0.090, 0.110)T = 0.246

• 北戴河相对目标的权值为

ω3 = (0.129, 0.682, 0.142, 0.175, 0.668)(0.263, 0.475, 0.055, 0.090, 0.110)T = 0.456
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如果通过组合一致性检验，根据计算可知，决策者最终会选择北戴河作为旅游目的地。

下文主要介绍如何做组合一致性检验。组合一致性检验需要逐层进行，假设第1层只有一个

元素，即单目标情形，第k层对第k − 1层的一致性指标为CI(k)1 ,CI(k)2 , . . . ,CI(k)nk−1
，随机一致性指标

为RI(k)1 ,RI(k)2 , . . . ,RI(k)nk−1
，其中nk−1是第k − 1 层元素的个数，则第k层对第1层的组合一致性指标

定义为：

CI(k) = (CI(k)1 ,CI(k)2 , . . . ,CI(k)nk−1
)ωk−1

组合随机一致性指标定义为：

RI(k) = (RI(k)1 ,RI(k)2 , . . . ,RI(k)nk−1
)ωk−1

组合一致性比率定义为：

CR(k) = CR(k−1) +
CI(k)

RI(k)

其中，k = 3, 4, . . .

29.1.4. 判断矩阵主特征值

由于判断矩阵是正互反矩阵，则其主特征值λmax ≥ n，我们现在给出证明[457]。

证明： 假设判断矩阵A主特征值是λmax，对应特征向量是ω = (ω1, . . . ,ωn)T，根据Aω = λmaxω，

则对任意的i = 1, 2, . . . , n，都有

λmaxωi =
n∑

j=1

aijωj ,

那么

λmax =
n∑

j=1

aij
ωj

ωi
,

于是

λmax − 1 =
n∑

j=1

aij
ωj

ωi
− 1 =

∑

j ̸=i

aij
ωj

ωi
,

由于
∑

j ̸=i

aij
ωj

ωi
= S1 + S2,

其中，

S1 =
∑

1≤j<i

aij
ωj

ωi
, S2 =

∑

i<j≤n

aij
ωj

ωi
=
∑

j<i≤n

aji
ωi

ωj

所以有等式

nλmax − n =
n∑

i=1

∑

j ̸=i

aij
ωj

ωi
=

∑

1≤j<i≤n

(aij
ωj

ωi
+ aji

ωi

ωj
)

由此可得

λmax =
1

n

∑

1≤j<i≤n

(aij
ωj

ωi
+ aji

ωi

ωj
) + 1
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那么一致性指标CI有：

CI =
1

n(n− 1)

∑

1≤j<i≤n

(aij
ωj

ωi
+ aji

ωi

ωj
)− 1

要证λmax > n，只要证明CI > 0即可。

假设判断矩阵是一致性矩阵Ā = (
ωi

ωj
)扰动的结果，而且

aij =
ωi

ωj
ϵij , ϵij > 0, ∀i, j = 1, 2, . . . , n

则据此可得

CI =
1

n(n− 1)

∑

1≤j<i≤n

(ϵij +
1

ϵij
)− 1

若令δij = ϵij − 1 > −1, ∀i, j = 1, 2, . . . , n，则

aij =
ωi

ωj
+
ωi

ωj
δij

表明δij可视为扰动比例。

将ϵij = δij + 1代入一致性指标，则有

CI =
1

n(n− 1)

∑

1≤j<i≤n

(δij + 1 +
1

δij + 1
)− 1 =

1

n(n− 1)

∑

1≤j<i≤n

(δij + 1)2 + 1

δij + 1
− 2

即

CI =
1

n(n− 1)

∑

1≤j<i≤n

δ2ij
δij + 1

> 0

由此，证得λmax > n。

计算判断矩阵的主特征值和特征向量的方法有多种，如幂法、和积法、方根法都可以非常高效

地完成计算。

29.1.5. 方根法

（1） 计算判断矩阵每一行元素的乘积：

mi =
∏

j

aij , i = 1, 2, . . . , n

（2） 计算mi的n次方根：

w̄i = n
√
mi, i = 1, 2, . . . , n

（3） 对向量w̄ = (w̄1, w̄2, . . . , w̄n)T归一化处理：

wi =
w̄i∑
i
w̄i

则w = (w1, w2, . . . , wn)T即为主特征向量。
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（4） 计算主特征值λmax：

λmax =
∑

i

(Aw)i
nwi

式中，(Aw)i表示Aw的第i个元素。

29.1.6. 和积法

（1） 将判断矩阵每一列归一化：

āij =
aij∑
i
aij

, i, j = 1, 2, . . . , n

（2） 将按列归一化后的判断矩阵按行相加：

w̄i =
∑

j

āij , i = 1, 2, . . . , n

（3） 对向量w̄ = (w̄1, w̄2, . . . , w̄n)T归一化处理：

wi =
w̄i
n∑

i=1
w̄i

则w = (w1, w2, . . . , wn)T即为主特征向量。

（4） 计算主特征值λmax：

λmax =
∑

i

(Aw)i
nwi

式中，(Aw)i表示Aw的第i个元素。

29.2 AHP与排名

29.2.1. 排名聚合

[458]将AHP应用到搜索引擎排名聚合：（1）根据各个独立搜索引擎历史表现两两比较，构造

搜索引擎的判断矩阵，根据AHP特征向量法确定各个搜索引擎的权值；（2）对于每个搜索引擎返

回的搜索结果列表，对列表中的所有文档对，根据它们在列表中的排名或者分值构造文档判断矩

阵，从而确定各自在列表中的权值；（3）对于每篇文档，根据其文档权值与搜索引擎自身的权重，

确定其综合相关分值。

假设使用的独立搜索引擎是SE1, . . . , SEm，决策者根据它们的历史表现构造出判断矩阵ASE，

计算其主最大特征向量α = (α1, . . . ,αm) 作为各个搜索引擎自身的权重；对于搜索引擎SEi, i =

1, . . . ,m，假设其返回的搜索结果列表是Di = (di1, . . . , dini)，对所有ni个文档在列表中的排名或者
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分值建立文档判断矩阵A，利用相似的方法可以确定其各自在列表中的权值βi = (βi1, . . . ,βini)。对

于任意的文档d，可能同时出现在多个搜索引擎的搜索结果列表中，则其最终相关性分值：

s =
m∑

i=1

I(d ∈ Di)αi ∗ βi
d (29.3)

其中，I(d ∈ Di)是判别函数，如果文档d出现在Di中，则I(d ∈ Di) = 1，否则I(d ∈ Di) = 0。βi
d表

示文档在列表Di中的权重。

LETOR2.0上的实验结果表明，基于AHP的排名聚合方法（AHP-Rank，AHP-Score）性能要

优于Borda Fuse和Weighted Borda Fuse两种方法。

29.2.2. 因子排名

Guo等人[459]认为影响推文（Tweet）排名的因子主要有七种：评论次数、转发次数、发布时

间、博主的粉丝数目、匹配的标签、是否进入热点榜单、博主是否经过实名认证，并ᨀ出一种基

于AHP的推文排名方法（TweetRank）。TweetRank根据用户的偏好，对所有影响因子两两比较形

成影响因子比较矩阵，使用比较矩阵的主特征向量作为各个影响因子的权值，实现个性化推文排名

的目的。实验表明，相比单纯使用时间因素对博文排名，TweetRank与用户的个性化偏好更为吻

合。

在排序学习问题中，每个文档特征都可以作为一个独立的排名函数，对文档进行排名。基

于AHP，可以根据特征在训练集中各个检索词下的排名精度（性能），两两比较构造比较矩阵，根

据AHP理论确定各个特征的权重，由此构建出简单的线性排名函数，简称AHPRank。

假设检索词集合是Q = {qj}nj=1，对于检索词qj ∈ Q，记特征i在检索词qj上的排名精度是eij，

那么全部特征在训练数据集检索词集合上的排名精度矩阵E = (eij)mn，其中m是文档特征维数。

对于任意两个特征i1, i2，它们各自在训练数据集上的排名精度是Ei1 = (ei1,1, . . . , ei1,n), Ei2 =

(ei2,1, . . . , ei2,n)，比较二者在所有检索词上的排名精度，使用下面的规则进行积分（j =

1, 2, . . . , n）：

b(i1,i2)i1,j =

⎧
⎨

⎩
1, ei1,j ≥ ei2,j ,

0, ei1,j < ei2,j .
(29.4)

根据特征i1与i2的排名精度比较，得到其在不同检索词上的积分结果，统计加和得到总的积

分：

b(i1,i2)i1 =
n∑

j=1

b(i1,i2)i1,j (29.5)

同理，可以得到特征i2的积分结果b(i1,i2)i2 。

令

ai1,i2 =
b(i1,i2)i1

b(i1,i2)i2

(29.6)
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则可以构造得到成对比较矩阵A = (aij)m×m，其中

aij =
b(i,j)i

b(i,j)j

(29.7)

利用方根法或者和积法可以迅速计算得到矩阵A的主特征向量ω = (ω1, . . . ,ωm)，那么特征i的

权值就是ωi，由此可以用作在测试集上的线性排名函数对文档进行排名。对于任意文档d，假设其

特征向量为x，AHPRank的预测分值为：

s = ωTx

29.2.3. AHP与成对比较

假设存在n个方案，通过投票表决各自获得票数是m1, . . . ,mn，那么对于任意两个方案Ai, Aj，

利用得票差值可以构造判断矩阵A = (aij)，其中

aij = emi−mj

那么，判断矩阵显然是一个正互反矩阵，并且满足一致性：

aijajk = emi−mjemj−mk = emi−mk = aik

对于文档检索问题，文档特征集构成准则层，文档集构成方案层，对于Ḁ个检索词，我们可以

尝试利用AHP方法，从文档数据集中筛选并排列出同检索词最相关的文档。

29.2.4. 排序逆转

所谓排序逆转（Rank Reversal）是指决策方法对同一决策方案给出自相矛盾的评价，比如在

成对比较时，可能会从不同的角度得出A ≻ B，B ≻ C，C ≻ A 的结论。排序逆转存在多种类型，

有时选作评价决策方法优劣的标准。
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第三十章 ELECTRE

ELECTRE方法在[460]中首次ᨀ出，借助于超越关系（Outranking Relation）评估包含多个

决策准则的决策方案。在第一个ELECTRE I[366]诞生以后，陆续扩展了多个版本：ELECTRE

I, II, III, IV, TRI与TOPSIS[461]，各个版本适用的范围、操作的方法是不同的，比如ELECTRE

I[366]和ELECTRE IS主要用于选择问题（Selection Problem），ELECTRE TRI主要用作指派问

题（Assignment Problem），或者应用到序分类（Ordinal Classification）问题。ELECTRE II,

III, IV 主要用于排序问题（Ranking Problem），其中ELECTRE II[462, 463]是老版本，ELECTRE

III[464]考虑了准则间的相对重要程度，也是同IV的差异之处。

ELECTRE III具有以下几个特征：

（1） 引入无差异阈值（Indifference Threshold）和偏好阈值（Preference Threshold）的概念，

将决策问题的模糊性（不精确和不确定性）考虑进来。

（2） 不同于其他多目标求解方法，它不允许补偿（non-compensatory）。也就是说，当一种准则

分值过低，它不能通过其他高分值的准则获得补偿。

（3） 允许不可比（incomparability）的情况，即给定两个备选方案，无法给出明确的偏好。

30.1 偏好模型

偏好模型是基于偏好关系（Preference Relation）建立的，传统模型定义偏好关系：

• Preference：a > b⇔ g(a) > g(b)

• Indifference：a = b⇔ g(a) = g(b)

当备选方案a、b差别很小，从而无法抉择，这种偏好模型显然不能满意地解决该问题。

ELECTRE方法中定义了两个重要概念：Threshold和OutRanking，对于偏好模型，还引入无

差异阈值（Indifference Threshold）q，并重新定义偏好关系：

• Preference：a > b⇔ g(a)− g(b) > q

• Indifference：a = b⇔ |g(a)− g(b)| ≤ q
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由于这个模型为严格偏好（Strict Preference）与无差异（Indifference）明确划定了一个界

限，在实际问题中二者之间仍然存在着模糊性，因此有必要为二者设置一个缓冲带。为此，

ELECTRE又引入了偏好阈值（Preference Threshold）p，并将偏好关系细化为两个二元关系：强

偏好（Strong Preference）与弱偏好（Weak Preference），定义如下形式的偏好模型：

• Strong Preference：a > b⇔ g(a)− g(b) > p

• Weak Preference：a ≻ b⇔ q < g(a)− g(b) ≤ p

• Indifference：a = b⇔ |g(a)− g(b)| ≤ q

根据偏好模型，ELECTRE确定了Outranking关系：

• Outranking：a ≽ b⇔ (a > b)
⋃
(a ≻ b)

⋃
(a = b)

由此可知：a = b等价于a ≽ b, b ≽ a。

如果a ≽ b，且b ≽ a，则a和b是无法比较的（Incomparability）。

图 30.1: 偏好关系

30.2 基本步骤

假设Ḁ决策问题包含m个备选方案，方案集记为A；n个决策准则gj , j = 1, 2, . . . , n，准则集合

记为G；每个决策准则对所有备选方案都能够做出评价，评价矩阵记为X = (xij)m×n，xij表示决

策准则gj对备选方案ai做出的评价，或者备选方案ai在决策准则gj上的得分。从备选方案集A任选

两个方案(ai, ak)，从准则集中任意一个准则gj。

30.2.1. 确定阈值

对准则gj定义三种类型的阈值：无差异阈值qj，偏好阈值pj，否决阈值（Veto Threshold）vj。

一般而言，0 < qj < pj < vj，并根据给定条件判定方案ai 与ak之间的关系:

（1） 无差异：若|xij − xkj | ≤ qj，则认为在准则gj下，方案ai与ak是无差异的

（2） 弱偏好：若qj < xij − xkj ≤ pj，则认为在准则gj下，方案ai略优于ak
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（3） 强偏好：若pj < xij − xkj，则认为在准则gj下，方案ai优于ak

（4） 否决：若xij − xkj ≤ −vj，则总体上，不再承认方案ai ≽ ak

30.2.2. 计算一致优先度、非一致优先度

一致优先度表示一个备选方案优于另一备选方案的程度。对于准则gj，备选方案ai优于方

案ak的一致优先度cj(i, k)可以表示为下式：

cj(i, k) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, xij − xkj ≤ −pj ,

1, xij − xkj ≥ −qj ,
pj + xi,j − xk,j

pj − qj
, −pj ≤ xij − xkj ≤ −qj .

(30.1)

由所有有序方案对的一致优先度构成的矩阵为一致优先度矩阵，表示成下式：

C(i, k) =
∑

j

wjcj(i, k)

其中，wj表示决策准则gj的相对重要程度，并且

∑

j

wj = 1

非一致优先度表示一个备选方案劣于另一备选方案的程度，是一种否决权的执行结果。备选方

案ai劣于方案ak的程度dj(i, k)，可表示如下：

dj(i, k) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, xij − xkj ≥ −pj ,

1, xij − xkj ≤ −vj ,
pj + xi,j − xk,j

pj − vj
, −vj ≤ xij − xkj ≤ −pj .

(30.2)

综上可知，一致优先度和非一致优先度都在[0, 1]区间。

30.2.3. 计算可信度

可信度衡量的是一种备选方案优于另一备选方案的可信程度（Credibility Degree）。备选方

案ai优于方案ak的可信度S(i, k)，可表示如下：

S(i, k) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

C(i, k), dj(i, k) ≤ C(i, k),

C(i, k)
∏

j∈J(i,k)

1− dj(i, k)

1− C(i, k)
, dj(i, k) > C(i, k),

(30.3)

其中，J(i, k)是dj(i, k) > C(i, k)的准则指标集。

由可信度构成的矩阵为可信度矩阵，记为S。
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30.2.4. 排名

ELECTRE III推出蒸馏方法（Distillation Method），根据可信度矩阵对备选方案排名。首先，

分别使用递增（Ascending）和递减（Descending）蒸馏过程构造出两个预序集合Z1和Z2。然后，

对两个集合取交得到偏预序集Z = Z1

⋂
Z2。

$%"&'#( 426 )!*+",$



第三十一章 PROMETHEE

PROMETHEE是Preference Ranking Organization METHod for Enrichment Evaluation的缩

写，是由Jean-Pierre Brans[465, 466, 467, 468]在20世纪90年代ᨀ出的。PROMETHEE方法在其发展

过程衍生出多个版本，用于解决不同类型的问题，如PROMETHEE I用于部分排序，PROMETHEE

II用于完全排序，PROMETHEE III基于区间数，PROMETHEE IV主要应用在连续状态。1988年，

Bertrand Mareschal和Jean-Pierre Brans[469] 设计出PROMETHEE 方法的可视化软件。在1992年

至1994年间，Brans 和Mareschal 又陆续推出两个扩展模型PROMETHEE V 和PROMETHEE VI，

分别处理包含分段约束（Segmentation Constraints）的多准则决策分析，表达人的大脑行为。目

前，PROMETHEE方法已经在成功应用于银行和工业选址、电力规划、水资源分配，投资、医药、

化学、健康医疗、旅游等多个领域。

对于一个包含m个决策方案，n个决策准则的决策问题A = (aij)m×n，使用PROMETHEE方法

给决策方案排名的步骤包括：根据决策矩阵在每个决策准则上对决策方案进行成对比较，利用偏好

函数将成对比较的结果映射为单准则偏好度，根据各个准则的权值计算多准则偏好度，根据多准则

偏好度计算多准则偏好流，利用多准则偏好流对决策方案排名。

在决策准则k上，比较任意的决策方案对，如(i, j)，计算两者的准则k上的分差dk(i, j) =

|aik − ajk|。由于每个准则度量标准不同，直接使用分差判读决策方案优劣有失偏颇，我们使用单

准则偏好函数fk结合无差异阈值qk、偏好阈值pk将准则分差转化为[0, 1]区间上的偏好程度，比如线

性的单准则偏好函数

fk(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ qk,
x− qk
pk − qk

, qk < x ≤ pk,

1, x > pk.

(31.1)

将准则分差转化为偏好度πk(i, j) = fk(dk(i, j))。当分差小于无差异阈值时，则系统对i和j的偏好无

差异，若分差大于偏好阈值，则对i的偏好甚于j，否则0 < πk(i, j) ≤ 1。

假设决策者对每个决策准则赋予一定的权值，权值向量为ω ∈ Rn，由此可以将单准则偏好度

进行加权组合得到多准则综合偏好指标

π(i, j) =
∑

k

ωkπk(i, j) (31.2)

其中，ωk表示第k个决策准则的权值，并且
∑
k
ωk = 1。
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根据任意两个决策方案对的相对偏好度指标，我们可以确定决策方案i的正偏好流Φ+(i)与负偏

好流Φ−(i)

Φ+(i) =
1

m− 1

∑

j

π(i, j) (31.3)

Φ−(i) =
1

m− 1

∑

j

π(j, i) (31.4)

以及净偏好流Φ(i)

Φ(i) = Φ+(i)− Φ−(i) (31.5)

由此可知Φ(i) ∈ [−1, 1]，并且

∑
i
Φ(i) =

∑
i
[Φ+(i)− Φ−(i)]

= 1
m−1

∑
i
[
∑
j
π(i, j)−

∑
j
π(j, i)]

= 0,

(31.6)

净偏好流可以直接用于排名。

PROMETHEE方法使用的单准则偏好函数主要有六种[466]（每个函数最多包含两个参数）：

• Usual Criteria

f(x) =

⎧
⎨

⎩
0, x ≤ 0,

1, x > 0.
(31.7)

• Quasi-Criteria

f(x) =

⎧
⎨

⎩
0, x ≤ l,

1, x > l.
(31.8)

• Criterion with Linear Preference

f(x) =

⎧
⎨

⎩
x/m, x ≤ m,

1, x > m.
(31.9)

• Level-Criteria

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ q,

0.5, q < x ≤ q + p,

1, x > q + p.

(31.10)

• Criterion with Linear Preference and Indifference Area

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, x ≤ s,

(x− s)/r, s < x ≤ s+ r,

1, x > s+ r.

(31.11)
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• Gaussian Criteria

f(x) =

⎧
⎨

⎩
0, x ≤ 0,

1− e−x2/2σ2

, x > 0.
(31.12)

对于不同的决策准则，可以使用不同的偏好函数。在使用偏好函数计算相对偏好时，一定注意使用

的决策准则目标是最大化还是最小化。
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第三十二章 TOPSIS

1981年，Ching-Lai Hwang与Kwangsun Yoon[461]首次ᨀ出TOPSIS法（Technique for Order

Preference by Similarity to Ideal Solution）法，从评价单元集合中构建两种理想对象：最优对象

（Positive Ideal Solution）与最劣对象（Negative Ideal Solution），根据评价单元与理想对象之间

的几何距离，对评价单元进行优劣排序。

假设评价单元集合S = {X1, . . . , Xn}，每个评价单元都是一个多元向量Xi = (xi1, . . . , xim)，

含有m个决策准则，既含有利因素，又含不利因素。在决策评价中，有利因素越大而不利因素越小

对决策单元越有利。TOPSIS根据有限的决策单元集合，确定每一个决策准则维度的边界：选择有

利准则的上界，不利准则的下界作为最佳对象X+ ∈ Rm，选择有利准则的下界，不利准则的上界

作为最劣对象X− ∈ Rm。从数值来看，表示在评价单元集合的每个特征维度上，选取特征值的最

大值与最小值作为理想对象的特征值，形成一个闭包。

给定决策准则集合的权值向量ω ∈ Rm，可以计算每个评价单元相对理想对象X+, X−的加权距

离：

d+i =

√√√√
m∑

j=1

[ωj(xij − x+
j )]

2, d−i =

√√√√
m∑

j=1

[ωj(xij − x−
j )]

2 (32.1)

在确定每个评价单元与两种理想对象的加权欧式距离后，可以使用比值

ri =
d−i

d−i + d+i
, i = 1, . . . , n (32.2)

对评价单元进行排序。一般地，ri ∈ [0, 1]，比值越大则排名越靠前。对于ri = 1的评价单元，与最

佳对象的加权欧式距离d+i = 0，说明它就是最佳对象X+；对于ri = 0 的评价单元，与最劣对象的

加权欧式距离d−i = 0，表明它就是最劣对象。

TOPSIS方法包含一个预处理的程序，在正式评价前对评价数据集每个决策准则（维度）做归

一化处理。此外，它还依赖于决策准则权值向量（∥ω∥ = 1），反映出决策者对不同准则在决策制定

时的重要程度，以及决策者对它们的不同偏好。
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第三十三章 偏好模型

33.1 WPM: Weighted Product Model

33.2 WSM: Weighted Sum Model

33.3 SAR: Simple Additive Ranking

33.4 SIR: Superiority and Inferiority Ranking
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